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Chapter 1

数列と数え上げ

この章では、数を「並べる」「数える」といった、自然数がもととなる数学を考える。

1.1 数列

数列は、「数の並びの規則性に着目しよう」という話題として語られる。

数の並びの規則性から、賢く足し算をする知恵も導かれる。

1.1.1 数列を語る言葉

ある規則によって数を並べた列を数列という。

a1, a2, a3, . . . , an, . . .

無限個の数が並んでいるものは無限数列、有限個の数が並んでいるものは有限数列という。

並んでいる数を項といい、最初の数は初項、有限数列の場合は最後の数を末項という。

先頭から数えて n番目の数を第 n項、これは一般項ともよばれる。

具体的な数をそのまま 1つずつ並べて書いてもよいが、長くなってしまう上、規則性が見えにくい。

一般項だけを {}で囲むことで、一般項で表される数の集合として

{an}
13
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と書くことも多い。

* * *

さて、重要な規則性を持つ数列には、名前がつけられている。

まずは簡単なものから見ていこう。

1.1.2 等差数列

次のような規則で定まる数列は等差数列とよばれる。

初項 a1 に次々と一定の数 dを足してつくられている数列

等差数列では、隣り合った 2つの項の差がいつも一定の値 dになり、この dを等差数列の公差と

いう。

1.1.3 漸化式

初項と、項と項の間の関係を表す式があれば、その式によって初項の次の数、またその次の数、…

というように、数列を復元することができる。

これはいわばドミノ倒しのようなもので、具体的に触れるのは初項だけでよい。あとは規則に従っ

て数が決まっていく。

1.1.4 「離散的な関数」としての視点

数を「並べる」ということは、位置を表す自然数と、その位置にある数とのマッピング（対応づ

け）としても捉えられる。

すなわち、位置を与えたらその位置にある数を返す関数

f (n) = an

という形で数列を捉えることもできる。

このとき、数列という名前の関数 f は、nから an を定める規則のことになる。
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自然数 1, 2, 3, . . .のそれぞれに対して、数 a1, a2, a3, . . .が定まっているとき、この

対応づける規則を数列という。

� [ Todo 1: 図：点で数列をプロットしたグラフ]

f (n)のグラフを書こうとしても、「線」にはならない。

nは自然数（1, 2, 3, . . .）という飛び飛びに並んだ数であるため、各自然数の間の数に対しては f (n)

の値が決まらない。そのため、 f (n)はぽつりぽつりと点を並べて表すしかない。

このように、飛び飛びに並んでいるものは離散的と言われる。

離散的なデータを扱う場面では、データを数列（離散的な関数）として見て調べる視点も重要に

なる。

1.2 場合の数

何通りの「場合」が起こり得るかを数え上げたものを場合の数という。

1.2.1 和の法則

たとえば、A市から B市まで行ける路線が、

• 電車で 4路線

• バスで 3路線

あるとする。

電車

バス

A市 B市

このとき、電車かバスの「どちらか」で A市から B市まで行くときには、4 + 3 = 7パターンの路

線から選ぶことになる。

� 和の法則

Aと Bは同時に起こらないとする。

Aの起こり方が m通り、Bの起こり方が n通りあるとき、
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Aと Bのどちらかが起こる場合はm + n通り

1
2
...
m

A m通り

1
2
...
n

B n通り

m + n通り

1.2.2 積の法則

今度は、A市から B市へ、駅を経由して行く場合を考えてみる。

A市から駅までは電車で、駅から B市まではバスで行くとする。

つまり、電車とバスを「両方使って」移動することになる。

• A市から駅までの電車は 4路線

• 駅から B市までのバスは 3路線

どの路線の電車で行くかを決めたら、今度はどの路線のバスに乗るかを選ぶことになる。

電車

A市 駅

バス

B市

4通りの中からどの路線の電車を選んでも、次に乗るバスは 3通りの中から選ぶ必要があるので、

電車の路線 1つにつき、次に乗るバスの路線は 3パターン考えられる。

「電車 1路線につきバス 3路線」というパターンの数は、かけ算で表すことができそうだ。

電車とバスを乗り継ぐ場合の路線の選び方は、3 × 4 = 12通りになる。
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� 積の法則

Aの起こり方が m通りあり、その各々について Bの起こり方が n通り考えられる

とき、

Aと Bがともに起こる場合はmn通り

「Aと Bがともに起こる」とは、Aが起こった後に Bが起こる場合を指す。

1
2
...
n

n通り

1
2
...
n

n通り

...

1
2
...
n

n通り

1

2

...

m

m通り m × n通り

A B

1.2.3 順列

1.2.4 階乗

1.2.5 組合せ

1.2.6 二項展開とパスカルの三角形





Chapter 2

基本的な関数

2.1 絶対値

2.1.1 数直線上の原点からの距離

実数 aの絶対値は、数直線上の原点 0から aまでの距離として定義される。

3と −3を例に考えると、どちらも絶対値は 3となる。

R

−3 30

3 3

−3の絶対値が 3であるように、負の数の絶対値は元の数から符号を取ったもの（元の数を −1倍

したもの）となる。

まとめると、

• 正の数の絶対値は元の数そのまま（0の絶対値もそのまま 0）

• 負の数の絶対値は元の数の −1倍

というように、絶対値は場合分けして定義される。

� 絶対値

19
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実数 aについて、aの絶対値を次のように定義する。

|a| =

a (a ≥ 0)

−a (a < 0)

2.1.2 絶対値の性質

絶対値は 0以上の数

負の数の場合は、符号を取って正の数にしたものを絶対値とすることから、絶対値が負の数にな

ることはない。

� 絶対値は常に非負

実数 aの絶対値 |a|は、常に 0以上の数となる。

|a| ≥ 0

等号が成立するのは、a = 0の場合である。

中身の符号によらず絶対値は同じ

3も −3も、絶対値はともに 3だった。つまり、

|3| = | − 3| = 3

このことを一般化したのが、次の性質である。

� 中身の符号を変えても絶対値は不変
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実数 aの絶対値について、次が成り立つ。

| − a| = |a|

積の絶対値は絶対値の積

絶対値の計算と、積の計算は、どちらを先に行っても結果が同じになる。

� 絶対値の積の性質

実数 aと bについて、次の式が成り立つ。

|ab| = |a||b|

aと bがともに正の数なら、

• aと bは正の数なので、|a| = a、|b| = b

• abも正の数なので、|ab| = ab

となり、|ab| = |a||b|が成り立つことがわかる。

では、片方が負の数の場合はどうだろうか。

aか bのどちらかにマイナスの符号をつけてみると、

| − ab| = | − a||b|

| − ab| = |a|| − b|

のどちらかとなるが、前の節で解説した | − X| = |X|の関係から、これらはどちらも |ab| = |a||b|に
帰着する。

aと bの両方が負の数の場合は、

|ab| = | − a|| − b|

となるが、これも | − X| = |X|の関係を使えば、やはり |ab| = |a||b|に帰着する。
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2.1.3 数直線上の 2点間の距離

Under construction...

2.1.4 max関数による表現

実数 aの絶対値は、「aと −aのうち大きい方を選ぶ」という考え方でも表現できる。

たとえば、3と −3の絶対値はともに 3だが、これは 3と −3のうち大きい方（正の数の方）を絶
対値として採用した、という見方もできる。

� max関数による絶対値の表現

実数 aについて、aの絶対値を次のように定義することもできる。

|a| = max{a,−a}

ここで登場した maxは、「複数の数の中から最大のものを選ぶ」という操作を表している。

2.1.5 三角不等式

2つの実数 aと bの「絶対値の和」と「和の絶対値」の間には、次のような大小関係がある。

� 絶対値に関する三角不等式

任意の実数 aと bについて、次の不等式が成り立つ。

|a + b| ≤ |a| + |b|

t
この形の不等式は、実は今後登場するベクトルの長さ（ノルム）や、複素数の絶対値に対して

も成り立つ。三角不等式と呼ばれる所以は、ベクトルに関する三角不等式で明らかになる。

絶対値の定義から、この不等式の証明を考えてみよう。



2.1. 絶対値 23

aの絶対値 |a|は、aから符号を取り払ったものであるから、逆に絶対値 |a|に +か −の符号をつけ
ることで、元の数 aに戻すことができる。

aが負の数だったなら、−|a|とすれば aに戻る。正の数だったなら、|a|がそのまま aに一致する。

R

−|a| |a|0

|a| |a|

aは原点からの距離が |a|の場所にあり、aは −|a|か |a|のどちらかに一致する。
どちらに一致するかはわからないので、次のような不等式で表しておく。

−|a| ≤ a ≤ |a|

bについても、同じように考えることができる。

−|b| ≤ b ≤ |b|

これらの不等式を使って、さらに式変形を行うことで、三角不等式を導くことができる。

Proof: 絶対値に関する三角不等式

絶対値の定義から、次の不等式が成り立つ。

−|a| ≤ a ≤ |a|

−|b| ≤ b ≤ |b|

両辺を足し合わせて、次の不等式を得る。

−(|a| + |b|) ≤ a + b ≤ |a| + |b|

−(|a| + |b|) ≤ a + bの両辺を −1倍することで、次の関係も得られる。（不等式の両辺を −1倍
すると、不等号の向きが逆転することに注意）

|a| + |b| ≥ −(a + b)
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ここまでで得られた、a + bについての不等式をまとめると、次のようになる。

|a| + |b| ≥ a + b

|a| + |b| ≥ −(a + b)

一方、a + bの絶対値は、定義より次のように表せる。

|a + b| = max{a + b,−(a + b)}

a + bと −(a + b)のうち大きい方が |a + b|となるが、a + bと −(a + b)はどちらも |a| + |b|以

下となることがすでに示されているので、

|a + b| ≤ |a| + |b|

となり、定理は示された。 ■

2.2 三角関数

2.2.1 円周率

すべての円は、お互いを拡大もしくは縮小した関係にある。

l1

d1

C1

l2

d2

C2

k倍

円 C2 が、円 C1 を k倍に拡大したものだとすると、その直径や円周も C1 の k倍となる。

d2 = k · d1

l2 = k · l1
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この 2つの式を各辺どうし割ることで、kが約分されて消え、直径と円周の比が等しくなることが

わかる。

d2

l2
=

d1

l1

� 円の直径と円周の比

すべての円において、直径と円周の長さの比は一定である。

そして、この一定の比率は、円周率 πとして知られている。

� 円周率 円の円周の長さ lと直径の長さ dの比を、円周率といい、πで表す。

π =
l
d
= 3.14 . . .

πの定義式を変形すると、円周の長さを求める式が得られる。

半径を rとすると、直径 d = 2rであるから、

l = π · d = 2πr

� 円周の長さ 円の円周の長さ lは、半径 rを使って次のように表される。

l = 2πr

2.2.2 直角三角形の相似

ある図形のすべての辺を r倍したとき、元の図形と r倍後の図形は相似であるという。

a

bc

ra

rbrc∼
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元の図形の辺の比を a : b : cとすると、r倍後の図形の辺の比は ra : rb : rc = a : b : cとなる。

このように、相似な図形には「辺の比が等しい」という性質がある。

2つの角が一致する三角形同士は相似

三角形の内角の和は 180◦ であるから、2つの角の大きさが等しければ、もう 1つの角の大きさも

等しくなる。

つまり、2つの角の大きさが一致する 2つの三角形は、辺の間の角度は変わらず、各辺の長さを一

定倍したものなので、相似といえる。

「辺の間の角度がすべて同じ」ことと「各辺の長さが一定倍されている」ことがうまく結びつか

ない人は、次の図を見てみよう。

もしも辺の長さの拡大率が辺によって異なるとしたら、辺の間の角度を変えない限り、頂点とし

て辺同士を結ぶことができない。

ra

Rb

rc

ra

Rbrc無理やり三角形に…

1つの鋭角が一致する直角三角形同士は相似

ある 1つの角が直角である三角形を、直角三角形という。

2つの角が一致する三角形同士が相似であるなら、直角三角形の場合は、1つの鋭角が一致するだ

けで相似であることがわかる。

nb

nc

na

mb

mc

ma

b

c

a
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つまり、鋭角が等しいすべての直角三角形は、お互いを拡大もしくは縮小した関係（互いに相似

の関係）にあり、3辺の比も等しくなる。

言い換えれば、

直角三角形の 3辺の比は、1つの鋭角の大きさで決まる

ということになる。

2.2.3 直角三角形による測量

直角三角形では、3辺の比の値が 1つの角によって決まる。

角度が同じであれば比の値は一致するので、小さな直角三角形で角度に応じた辺の比の値を計算

しておけば、同じ角度を持つ大きな直角三角形でも同じ比の値を使って計算できる。

これにより、たとえば建物の高さを直接測らなくても、視点からの距離と見上げる角度を使って、

建物の高さを計算で求めることができる。

視点

建物の高さ

視点からの距離

見上
げる

θ

比の値
(
θ
)
=

建物の高さ

視点からの距離

建物の高さ =視点からの距離 ×比の値 (
θ
)

辺の比の値は角度によって決まるため、関数の記号を真似て比の値
(
θ
)
と書いている。

比の値
(
θ
)
を（たとえば同じ角度 θを持つ小さな三角形で）事前に求めておけば、このような測量

に利用することができる。

実際に、直角三角形の辺の比の値を角度の関数とみて、その対応関係や値を調べてみることで、他

にもさまざまな応用先が見つかるのではないだろうか。

その発想の第一歩が、三角比という概念である。
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2.2.4 三角比

直角三角形の 3辺の比の値を角度の関数として見つめ直すにあたって、3辺すべての比を一度に考

えようとすると、比の値（分数）が複雑になって扱いづらい。

c

a

b

θ
a : b : c

そこで、2辺ごとに長さの比を考えることにする。

2辺ずつの比の組み合わせは 6通りあり、それぞれの比の値に名前がつけられている。

a : b : c

cと aの比

c : a =
c
a

sec ant

a : c =
a
c

cos ine

bと cの比

c : b =
c
b

cosec ant

b : c =
b
c

sin e

aと bの比

a : b =
a
b

cot angent

b : a =
b
a

tan gent

これらをまとめて三角比という。
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特に重要なのは sin, cos, tanの 3つであり、他の 3つはこれらの逆数として表されるので、あまり

使われることはない。

三角比は、1つの鋭角 θの大きさによって決まるので、比の名前に基準となる角度 θをつけて表記

する。

θ

c

a

b

cos
tan

sin

cos θ =
a
c

sin θ =
b
c

tan θ =
b
a

2.2.5 扇形の弧長と角

扇形の弧の長さ

扇形の弧長と半径による中心角の表現

2.3 指数関数

2.3.1 同じ数のかけ算の指数による表記

� 指数と底

同じ数 aを n回掛けたものを aの n乗といい，an と表す。

an = a × a × · · · × a︸            ︷︷            ︸
n個の a

このとき、nを指数、aを底という。

2.3.2 指数法則

指数を「かける回数」と捉えれば、いくつかの法則が当たり前に成り立つことがわかる。
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「かける回数」の和

例えば、aを m回かけてから、続けて aを n回かける式を書いてみると、aは m + n個並ぶことに

なる。

a3︷    ︸︸    ︷
a × a × a×

a2︷︸︸︷
a × a =

a5︷               ︸︸               ︷
a × a × a × a × a

� 指数の和に関する指数法則

am × an = am+n

「かける回数」の差

例えば、aを m回かけたものを、aを n回かけたもので割ると、m − n個の aの約分が発生する。

a5︷                 ︸︸                 ︷
a × a × a × a × a×

a × a︸︷︷︸
a2

=

a3︷    ︸︸    ︷
a × a × a

� 指数の差に関する指数法則

am

an = am−n

「かける回数」の積

例えば、「aを m回かけたもの」を n回かける式を書いてみると、aは m × n個並ぶことになる。

(a2)3 =
a2︷︸︸︷

a × a ×
a2︷︸︸︷

a × a ×
a2︷︸︸︷

a × a︸                      ︷︷                      ︸
a6
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� 指数の積に関する指数法則

(am)n = amn

2.3.3 指数の拡張と指数関数

底を固定して、指数を変化させる関数を考えたい。

指数部分に入れられる数を拡張したいが、このとき、どんな数を入れても指数法則が成り立つよ

うにしたい。

0の指数

指数法則 am × an = am+n において、m = 0の場合を考える。

a0 × an = a0+n

a0 × an = an

この式が成り立つためには、a0 は 1である必要がある。

� 0の指数

どんな数も、0乗すると 1になると定義する。

a0 = 1

そもそも、指数法則 am × an = am+n は、「指数の足し算が底のかけ算に対応する」ということを表

している。

• 「何もしない」足し算は +0

• 「何もしない」かけ算は ×1

なので、a0 = 1は「何もしない」という観点で足し算とかけ算を対応づけたものといえる。
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負の指数

指数法則 am × an = am+n において、正の数 nを負の数 −nに置き換えたものを考える。

am × a−n = am−n

さらに、指数法則
am

an = am−n も成り立っていてほしいので、

am × a−n =
am

an

この式は、a−n =
1

an とすれば、当たり前に成り立つものとなる。

� 負の整数の指数

nが正の整数であるとき、−n乗を次のように定義する。

a−n =
1

an

有理数の指数

指数法則 am × an = am+n において、指数 m, nを
1
2
に置き換えたものを考える。

a
1
2 × a

1
2 = a

1
2+

1
2 = a

a
1
2 × a

1
2 は、(a

1
2 )2 とも書けるので、

(a
1
2 )2 = a

つまり、a
1
2 は、2乗すると aになる数（aの平方根）でなければならない。

a
1
2 =
√

a

同様に、a
1
3 × a

1
3 × a

1
3 を考えてみると、

a
1
3 × a

1
3 × a

1
3 = a

1
3+

1
3+

1
3 = a

a
1
3 × a

1
3 × a

1
3 は、(a

1
3 )3 とも書けるので、
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(a
1
3 )3 = a

つまり、a
1
3 は、3乗すると aになる数（aの 3乗根）でなければならない。

a
1
3 =

3√a

このようにして、a
1
n は、n乗すると aになる数（aの n乗根）として定義すればよい。

a
1
n =

n√a

さて、分子が 1ではない場合はどうだろうか？

(am)n = amn において、mを
m
n
に置き換えたものを考えると、

(a
m
n )n = a

m
n ×n = am

となるので、a
m
n は、n乗したら am になる数として定義すればよい。

a
m
n =

n√am

� 有理数の指数

m, nが整数で、nが正の整数であるとき、
m
n
乗を次のように定義する。

a
m
n =

n√am

実数への拡張

有理数は無数にあるので、指数 xを有理数まで許容した関数 y = ax のグラフを書くと、十分に繋

がった線になる。

指数が無理数の場合は、まるでグラフ上の点と点の間を埋めるように、有理数の列で近似してい

くことで定義できる。

これで、xを実数とし、関数 y = ax を定義できる。
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� 指数関数

aを正の実数とし、xを実数とするとき、次のような関数を指数関数という。

y = ax

2.3.4 指数関数の底の変換

用途に応じて、使いやすい指数関数の底は異なる。

• e：微分積分学、複素数、確率論など

• 2：情報理論、コンピュータサイエンスなど

• 10：対数表、音声、振動、音響など

よって、これらの底を互いに変換したい場面もある。

指数の底を変えることは、指数の定数倍で実現できる。

例えば、底が 4の指数関数 4x を、底が 2の指数関数に変換したいとすると、

4x = (22)x = 22x

のように、指数部分を 2倍することで、底を 4から 2へと変換できる。

当たり前だが、この変換は、4 = 22 という関係のおかげで成り立っている。

「4は 2の何乗か？」がすぐにわかるから、4から 2への底の変換が簡単にできたのだ。

より一般に、ax と bX において、a = bc という関係があるとする。

つまり、aは bの c乗だとわかっているなら、

ax = (bc)x = bcx

のように、底を aから bへと変換できる。
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� 指数関数の底の変換

指数を定数倍することは、底を変えることと同じ操作になる。

a = bc という関係があるなら、次の変換が成り立つ。

ax = bcx

ここで重要なのは、指数関数の底を変換するには、「aは bの何乗か？」がわかっている必要があ

るということだ。

次章では、a = bc となるような cを表す道具として、対数を導入する。

2.4 対数関数

2.4.1 対数：指数部分を関数で表す

指数関数は、「aを x乗したら yになる」という関係を表現するものだった。

ここで、逆に「yは aの何乗か？」という関係を表現するものとして、対数関数を定義する。

これは、yから xを導き出す関数であるから、指数関数 y = ax の逆関数といえる。

� 対数

ay = xを満たす yを、aを底とする xの対数といい、次のように表す。

y = loga x

ここで、xは真数、aは底と呼ばれる。

� 対数関数は指数関数の逆関数

対数関数 y = loga xは、指数関数 x = ay の逆関数である。

loga x = y ⇐⇒ ay = x
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対数は、指数関数の指数部分を表す。

ay = xの yに、y = loga xを代入することで、次のような式にまとめることもできる。

� 指数部分は対数で書き換えられる

aloga x = x

2.4.2 対数の性質

指数法則を対数に翻訳することで、対数の性質を導くことができる。

真数のかけ算は logの足し算

x1 = am, x2 = an として、指数法則 am × an = am+n を考える。

x1x2 = am × an

= am+n

対数は指数部分を表すので、m + n = loga(x1x2)がいえる。

また、x1 = am より m = loga x1、x2 = an より n = loga x2 と表せるから、

m + n = loga x1 + loga x2 = loga(x1x2)

� 積の対数は対数の和

loga(x1x2) = loga x1 + loga x2

真数の割り算は logの引き算

x1 = am, x2 = an として、指数法則
am

an = am−n を考える。
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x1
x2
=

am

an

= am−n

対数は指数部分を表すので、m − n = loga

(
x1
x2

)
がいえる。

また、x1 = am より m = loga x1、x2 = an より n = loga x2 と表せるから、

m − n = loga x1 − loga x2 = loga

(
x1
x2

)

� 商の対数は対数の差

loga

(
x1
x2

)
= loga x1 − loga x2

真数の冪乗は logの指数倍

x = am として、指数法則 (am)n = amn を考える。

xn = (am)n

= amn

対数は指数部分を表すので、mn = loga xn がいえる。

また、x = am より m = loga xと表せるから、

mn = n loga x loga xn

� 冪の対数は対数の指数倍

loga xn = n loga x
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2.4.3 常用対数と桁数

Under construction...

� 常用対数 底を 10にした対数関数を、常用対数と呼ぶ。

log10 x

2.4.4 指数関数の底の変換：対数を用いた表現

指数関数の底 aから bに変換するには、「aは bの何乗か？」がわかっている必要があった。

REVIEW

a = bc という関係があるなら、

ax = bcx

今では、a = bc となるような cを、対数で表すことができる。

bc = a⇐⇒ c = logb a

� 指数関数の底の変換公式

ax = b(logb a)x
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微分と積分

3.1 1変数関数の微分

微分とは、複雑な問題も「拡大して見たら簡単に見える（かもしれない）」という発想で、わずか

な変化に着目して入力と出力の関係（関数）を調べる手法といえる。

3.1.1 接線：拡大したら直線に近似できる

関数 y = f (x)について、引数の値を x = x0からわずかに増加させて、x = x0 + ∆xにした場合の出

力の変化を考える。

x

y

O x0 + ∆xx0

f (x0)

f (x0 + ∆x)

∆x

39
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このとき、増分の幅 ∆xを狭くしていく（∆xの値を小さくしていく）と、x = x0付近において、関

数 y = f (x)のグラフは直線にほとんど重なるようになる。

x

y

O x0 + ∆xx0

f (x0)
f (x0 + ∆x)

x

y

O x0 + ∆xx0

f (x0)
f (x0 + ∆x)

このように、関数 f (x)は、ある点 x0 の付近では、

f (x) ≃ a(x − x0) + b

という直線に近似することができる。

ここで、 f (x0)の値を考えると、

f (x0) = a(x0 − x0) + b

= a · 0 + b

= b

であるから、実は b = f (x0)である。
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一方、aはこの直線の傾きを表す。

そもそも、傾きとは、xが増加したとき、yがどれだけ急に（速く）増加するかを表す量である。

関数のグラフを見ると、急激に上下する箇所もあれば、なだらかに変化する箇所もある。

つまり、ある点でグラフにぴったりと沿う直線（接線）を見つけたとしても、その傾きは場所に

よって異なる。

そこで、「傾きは位置 xの関数」とみなして、次のように表現しよう。

a = f ′(x)

これで、先ほどの直線の式を完成させることができる。

� 関数の各点での直線による近似

関数 f (x)は、ある点 x0 の付近では、

f (x) ≃ f (x0) + f ′(x)(x − x0)

という傾き f ′(x)の直線に近似できる。

3.1.2 接線の傾きとしての導関数

傾きは位置 xの関数 f ′(x)としたが、この関数がどのような関数なのか、結局傾きを計算する方法

がわかっていない。

直線の傾きは xと yの増加率の比として定義されているから、まずはそれぞれの増加率を数式で

表現しよう。
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x

y

O x + ∆xx

f (x)

f (x + ∆x)

∆x

∆y

この図から、yの増加率 ∆yは次のように表せることがわかる。

∆y = f (x + ∆x) − f (x)

この両辺を ∆xで割ると、xの増加率 ∆xと yの増加率 ∆yの比率が表せる。

∆y
∆x
=

f (x + ∆x) − f (x)
∆x

図では ∆xには幅があるが、この幅を限りなく 0に近づけると、幅というより点になる。

つまり、∆x→ 0とすれば、
∆y
∆x
は任意の点 xでの接線の傾きとなる。

「任意の点 xでの傾き」も xの関数であり、この関数を導関数と呼ぶ。

� 導関数

関数 f (x)の任意の点 xにおける接線の傾き（増加の速さ）を表す関数を導関数と

いい、次のように定義する。

f ′(x) = lim
∆x→0

f (x + ∆x) − f (x)
∆x
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3.1.3 微分とその関係式

� 微分 関数 f (x)から、その導関数 f ′(x)を求める操作を微分という。

関数のグラフから離れて、微分という「計算」を考えるにあたって、先ほどの導関数の定義式よ

りも都合の良い表現式がある。

x→ 0とした後の ∆xを dxと書くことにして、 lim
∆x→0

を取り払ってしまおう。

両辺 ×dx

f (x)を移項

f ′(x) =
f (x + dx) − f (x)

dx

f ′(x)dx = f (x + dx) − f (x)

f ′(x)dx + f (x) = f (x + dx)

� 微分の関係式

f (x + dx) = f (x) + f ′(x)dx

3.1.4 不連続点と微分可能性

点 xにおいて連続な関数であれば、幅 ∆xを小さくすれば、その間の変化量 ∆yも小さくなるはず

である。
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x

y

O x + ∆xx

f (x)
f (x + ∆x)

∆x
∆y

しかし、不連続な点について考える場合は、そうはいかない。

下の図を見ると、∆xの幅を小さくしても、∆yは不連続点での関数の値の差の分までしか小さくな

らない。

O
x

y

x + ∆xx

f (x)

f (x + ∆x)

∆x

∆y

O
x

y

(x + ∆x) ≃ x

f (x)

f (x + ∆x)

∆x

∆y

このような不連続点においては、どんなに拡大しても、関数のグラフが直線にぴったりと重なる

ことはない。

「拡大すれば直線に近似できる」というのが微分の考え方だが、不連続点ではこの考え方を適用

できないのだ。
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関数の不連続点においては、微分という計算を考えることがそもそもできない。

ある点での関数のグラフが直線に重なる（微分可能である）ためには、∆x→ 0としたときに∆y→ 0

となる必要がある。

3.1.5 導関数のさまざまな記法

微分を考えるときは、∆x→ 0としたときに ∆y→ 0となる前提のもとで議論する。

∆x → 0とした結果を dx、∆y → 0の結果を dyとすると、ある点 xでの接線の傾きは、次のよう

にも表現できる。

dy
dx
= lim
∆x→0

∆y
∆x

この接線の傾きが xの関数であることを表現したいときは、次のように書くこともある。

dy
dx

(x)

これも一つの導関数（位置に応じた接線の傾きを表す関数）の表記法である。

この記法は、どの変数で微分しているかがわかりやすいという利点がある。

� 導関数のライプニッツ記法

次のような記号はいずれも、関数 y = f (x)の導関数を表す。

dy
dx
=

dy
dx

(x) =
d f
dx
=

d
dx

f (x)

特に、
d
dx

f (x)という記法は、
d
dx
の部分を微分操作を表す演算子として捉えて、「関数 f (x)に微分

という操作を施した」ことを表現しているように見える。

� 微分演算子

関数を微分するという操作を表現する演算子を微分演算子という。

例えば、次のような記号で表される。

d
dx
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ところで、これまで使ってきた f ′(x)という導関数の記法にも、名前がついている。

� 導関数のニュートン記法

次の記号は、関数 y = f (x)の導関数を表す。

f ′(x)

この記法は、「 f という関数から導出された関数が f ′ である」ことを表現している。

導関数はあくまでも関数 f から派生したものであるから、 f という文字はそのまま、加工された

ことを表すために ′ をつけたものと解釈できる。

3.1.6 微分の性質

微分の関係式を使うことで、微分に関する有用な性質を導くことができる。

REVIEW

微分の関係式

f (x + dx) =

元の関数

f (x) +

導関数

f ′(x) dx

関数の一次結合の微分

α f (x) + βg(x)において、xを dxだけ微小変化させてみる。

α f (x + dx) + βg(x + dx) = α
{
f (x) + f ′(x)dx

}
+ β

{
g(x) + g′(x)dx

}
=

元の関数

α f (x) + βg(x) + {
導関数

α f ′(x) + βg′(x) }dx

� 微分の線形性

(α f (x) + βg(x))′ = α f ′(x) + βg′(x)
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関数の積の微分

f (x)g(x)において、xを dxだけ微小変化させてみる。

f (x + dx)g(x + dx) =
{
f (x) + f ′(x)dx

} {
g(x) + g′(x)dx

}
= f (x)g(x) + f ′(x)g(x)dx + f (x)g′(x)dx + f ′(x)g′(x)dx2

= f (x)g(x) + { f ′(x)g(x) + f (x)g′(x)}dx +

2次以上の微小量

f ′(x)g′(x)dx2

ここで、dx2 は、dxより速く 0に近づくので無視できる。

荒く言ってしまえば、dxでさえ微小量なのだから、dx2なんて存在しないも同然だと考えてよい。

このことは、次の図を見るとイメージできる。

f (x)g(x) f ′(x)g(x)dx

f (x)g′(x)dx f ′(x)g′(x)dx2

f (x) f (x + dx)

g(x)

g(x + dx)

f (x)

g(x)

f ′(x)dx

g′(x)dx

dx→ 0のとき dy→ 0となる場合に微分という計算を定義するのだから、dxを小さくしていくと、

dyにあたる f (x + dx) − f (x)（これは f ′(x)dxと等しい）も小さくなっていく。

同様にして、g(x + dx) − g(x)（これは g′(x)dxと等しい）も小さくなっていく。

REVIEW

微分の関係式 f (x + dx) = f (x) + f ′(x)dxより、

f ′(x)dx = f (x + dx) − f (x)
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dxを小さくした場合を図示すると、

f (x)g(x)

2 次以上の微小量

f ′(x)g′(x)dx2 に相当する左上の領域は、ほとんど点になってしまうことがわかる。

このように、dx2 の項は無視してもよいものとして、先ほどの計算式は次のようになる。

f (x + dx)g(x + dx) =

元の関数

f (x)g(x) + {
導関数

f ′(x)g(x) + f (x)g′(x) }dx

� 微分のライプニッツ則

( f (x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f (x)g′(x)

3.1.7 冪関数の微分

具体的な関数の導関数も、微分の関係式をもとに考えることができる。

まずは、基本的な例として、冪関数 y = xn の微分を考えてみよう。

y = x2 の微分

y = f (x) = x2 において、xを dxだけ微小変化させると、yは dyだけ変化するとする。

すると、微分の関係式は y + dy = f (x + dx) = (x + dx)2 となるが、これを次のように展開して考

える。

y + dy = (x + dx)(x + dx)

右辺の (x + dx)(x + dx)からは、
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• x2 の項が 1つ

• xdxの項が 2つ

• dx2 の項が 1つ

現れることになる。

数式で表すと、

y + dy = x2 + 2xdx + dx2

同じ

ここで y = x2 なので、左辺の yと右辺の x2 は相殺される。

dy = 2xdx +

高次の微小量

dx2

さらに、dx2 の項は無視することができる。

なぜなら、dxを小さくすると、dx2は dxとは比べ物にならないくらい小さくなってしまうからだ。

x2

xdx

xdx dx2

x

x

dx

dx

x2dx→ 0

というわけで、次のような式が得られる。

dy = 2xdx

よって、y = x2 の導関数は、y′ = 2xとなることがわかった。

dy
dx
= 2x
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y = x3 の微分

同じように、y = x3 の微分を考えてみよう。

y + dy = (x + dx)(x + dx)(x + dx)

右辺の (x + dx)(x + dx)(x + dx)からは、

• x3 の項が 1つ

• x2dxの項が 3つ

• dx3 の項が 1つ

現れることになる。

y + dy = x3 + 3x2dx + dx3

同じ

ここで y = x3 なので、左辺の yと右辺の x3 は相殺される。

dy = 3x2dx +

高次の微小量

dx3

さらにここでは、dx3 の項を無視することができる。

次の図を見てみよう。

各辺 dxの立方体は、dxを小さくすると、ほぼ点にしか見えないほど小さくなる。

つまり、各辺 dxの立方体の体積 dx3 は、考慮する必要がない。

dx

x

dx→ 0

というわけで、y = x3 の導関数は、y′ = 3x2 となることがわかった。
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dy
dx
= 3x2

y = xn の微分（nが自然数の場合）

nが自然数だとすると、y = xn の微分は、y = x2 や y = x3 の場合と同じように考えられる。

y + dy = (x + dx)(x + dx) · · · (x + dx)︸                              ︷︷                              ︸
n 個

右辺の (x + dx)(x + dx) · · · (x + dx)を展開しようすると、次のような 3種類のかけ算が発生する。

• xどうしのかけ算

• xと dxのかけ算

• dxどうしのかけ算

つまり、右辺からは、

• xn の項が 1つ

• xn−1dxの項が n個

• dxn の項が 1つ

という項が現れることになる。

そして、xn は左辺の yと相殺され、dxn の項は高次の微小量として無視できる。

すると、残るのは次のような式になるだろう。

dy = nxn−1dx

この式は、y = αxという直線の式によく似ている。

高次の dxの項 dxnを無視し、1次の dxの項だけ残したのは、微分という計算が微小範囲における

直線での近似であるからだ。

あくまでも微小範囲での直線の式であることを表すために、x, yを dx, dyとして、dy = αdxとい

う形の式になっていると考えればよい。
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� 自然数の冪を持つ冪関数の導関数

nが自然数のとき、y = xn の導関数は次のようになる。

dy
dx
= nxn−1

y = xn の微分（nが整数の場合）

指数法則を使うことで、nが負の整数の場合にも拡張することができる。

まずは、y = x−1 の微分を考えてみよう。

指数法則より、y = x−1 は次のように変形できる。

両辺 ×x
y =

1
x

xy = 1

微小変化を加えた微分の関係式を作って、次のように展開していく。

(x + dx)(y + dy) = 1

xy + xdy + ydx +

高次の微小量

dydx = 1

同じ

ここで、微小量の掛け合わせである dydxは無視できるほど小さい。

また、y =
1
x
より、xy = 1なので、左辺の xyと右辺の 1は相殺される。

すると、残った式は、

ydxを移項

両辺 ∇ · dx

両辺 ∇ · x

xdy + ydx = 0

xdy = −ydx

x
dy
dx
= −y

dy
dx
= − y

x
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yが残ってしまっているので、y =
1
x
を代入すると、

dy
dx
= − 1

x2

= −x−2

これは、冪が自然数の場合の冪関数の微分
dy
dx
= nxn−1において、n = −1を代入したものになって

いる。

nが任意の負の整数の場合も、同様に考えられる。

y = x−n を、xny = 1として、

高次の微小量を無視

相殺＆無視

(x + dx)(x + dx) · · · (x + dx)︸                              ︷︷                              ︸
n 個

×(y + dy) = 1

(xn + nxn−1dx +

高次の微小量

dxn ) × (y + dy) = 1

(xn + nxn−1dx) × (y + dy) = 1

xny + xndy + nxn−1ydx +

高次の微小量

nxn−1dxdy = 1

xndy + nxn−1ydx = 0

同じ

移項してさらに整理すると、

両辺 ∇ · dx

両辺 ×x−n

y = x−n

指数法則 xm xn = xm+n

xndy = −nxn−1ydx

xn dy
dx
= −nxn−1y

dy
dx
= −nxn−1x−ny

= −nxn−1x−nx−n

= −nx−n−1

これもやはり、冪が自然数の場合の冪関数の微分
dy
dx
= nxn−1において、nを −nに置き換えたもの

になっている。
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つまり、自然数（正の整数）だけでなく、負の整数も許容して、次のことがいえる。

� 整数の冪を持つ冪関数の導関数

nが整数のとき、y = xn の導関数は次のようになる。

dy
dx
= nxn−1

y = xn の微分（nが実数の場合）

nが有理数の場合はどうだろうか。実はこれも、指数法則によって拡張することができる。

mと nはどちらも自然数として、y = x
m
n の微分を考える。

まず、y = x
m
n は、yn = xm とまったく同じ式である。

両辺
1
n
乗

yn = xm

y = x
m
n

というわけで、yn = xm を微小変化させて、展開してみよう。

(y + dy)(y + dy) · · · (y + dy)︸                             ︷︷                             ︸
n 個

= (x + dx)(x + dx) · · · (x + dx)︸                              ︷︷                              ︸
m 個

ここで、nと mは自然数なのだから、自然数冪のときと同じように考えて、次のような式が残る

ことになる。

nyn−1dy = mxm−1dx

よって、
dy
dx
の式の yを含まない形を目指すと、



3.1. 1変数関数の微分 55

y = x
m
n

指数法則 xa+b = xa xb

xm で約分

指数法則
am

an = am−n

dy
dx
=

mxm−1

nyn−1

=
mxm−1

nx
m
n (n−1)

=
mxm−1

nxm− m
n

=
mxmx−1

nxmx−
m
n

=
mx−1

nx−
m
n

=
m
n
· x−1

x−
m
n

=
m
n
· x−1−(− m

n )

=
m
n
· x−1+ m

n

=
m
n

x
m
n −1

これは、冪が自然数の場合の冪関数の微分
dy
dx
= nxn−1において、nを

m
n
に置き換えたものになっ

ている。

つまり、整数だけでなく、有理数に対しても同様の導関数の式が成り立つ。

ここまで来ると、無理数はどうだろうか？という疑問が生まれるが、無理数への拡張は指数法則

では対応できない。

無理数に対しては、極限操作によって同様の導関数の式を導くことができ、実数全体に対して同

じ導関数の式が成り立つことが示される。

� 冪関数の導関数

nが実数のとき、y = xn の導関数は次のようになる。

dy
dx
= nxn−1

3.1.8 定数関数の微分

常に一定の値 cを返す定数関数 f (x) = cの微分はどうなるだろうか。

関数のグラフを描いて考えてみよう。
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x

y

O

y = cc

定数関数のグラフは、x軸に対して平行な直線であり、この直線の傾きは見るからに 0である。

実際、導関数の定義に従って計算することで、定数関数の導関数は 0になることを確かめられる。

REVIEW

導関数の定義

f ′(x) = lim
∆x→0

f (x + ∆x) − f (x)
∆x

どの点 xにおいても f (x)が cを返すということは、 f (x + ∆x)も cであるため、

f ′(x) = lim
∆x→0

c − c
∆x

= lim
∆x→0

0
∆x

= 0

となり、定数関数 f (x) = cの微分の結果は cに依存せず、常に 0になる。

� 定数関数の微分

常に定数 cの値をとる定数関数 f (x) = cは、微分すると 0になる。

d
dx

c = 0

3.1.9 合成関数の微分

合成関数の微分の一般的な式は、いろいろな関数の微分を考える上で重要な公式である。
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関数の微小変化量

関数 f (x)において、変数 xを dxだけ微小変化させた式は、これまで何度も登場した。

f (x + dx) = f (x) +

増えた分

f ′(x)dx

この式は、「xを dxだけ微小変化させることで、関数 f の値は f ′(x)dxだけ増加した」と捉えるこ

ともできる。

言い換えれば、関数 f の微小変化量は f ′(x)dxだということだ。

変化量という観点で眺めるには、次のように移項した式がわかりやすいかもしれない。

区間 dxでの変化

f (x + dx) − f (x) =

変化量

f ′(x)dx

関数 f の微小変化量 f ′(x)dxを、d f と表すことにしよう。

合成関数の微分の関係式

今回はさらに、t = f (x)を関数 g(t)に放り込むことを考える。

g(t)についても、次のような微分の関係式が成り立つはずだ。

g(t + dt) = g(t) + g′(t)dt

合成関数 g( f (x))を作るため、t = f（引数 (x)を省略して書いた関数 f (x)）を代入する。

g( f + d f ) = g( f ) + g′( f )d f

f を f (x)に、d f を f ′(x)dxに書き戻すと、

g( f (x) + f ′(x)dx) = g( f (x)) + g′( f (x)) f ′(x)dx

となり、左辺の g()の中身 f (x) + f ′(x)dxは f (x + dx)と書き換えられるので、次の式を得る。

g( f (x + dx)) =

元の関数

g( f (x)) +

導関数

g′( f (x)) f ′(x) dx
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� 合成関数の微分（ニュートン記法による表現）

合成関数 g( f (x))の微分は、次の式で表される。

(g( f (x)))′ = f ′(x)g′( f (x))

連鎖律としての表現

ニュートン記法による表現はなかなかに覚えづらい式に見えるが、ライプニッツ記法を使って書

き直すと、実は単純な関係式になっている。

• (g( f (x)))′ は、g( f (x))を xで微分したもの：
d
dx

g( f (x))

• f ′(x)は、 f (x)を xで微分したもの：
d
dx

f (x)

• g′( f (x))は、g(t)を tで微分したもの
d
dt

g(t)に、t = f (x)に代入したもの：
d

d f
g( f (x))

として書き直すと、

d
dx

g( f (x)) =
d
dx

f (x) · d
d f

g( f (x))

さらに、引数を省略して書くと、

dg
dx
=

d f
dx
· dg

d f

これは、d f を約分できると考えたら、当たり前の式になっている。

dg
dx
=��d f

dx
· dg

��d f

� 合成関数の微分（連鎖律：ライプニッツ記法による表現）

y = f (x)、z = g(y)という関係があるとき、次の式が成り立つ。

dz
dx
=

dz
dy
· dy

dx
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これは、xが微小変化すると yも微小変化し、さらに連鎖して zも微小変化すると
いう関係から、連鎖律と呼ばれる。

3.1.10 逆関数の微分

関数 y = f (x)の逆関数 x = f −1(y)の微分も、ライプニッツ記法で考えると、ごく当たり前の式と

して導出できる。

ネタバレすると、次の式がそのまま逆関数の微分を表すものになっている。

dx
dy
=

1
dy
dx

dy
dx
を f ′(x)と表記するなら、

dx
dy
=

1
f ′(x)

である。この発想を納得するために、もう少し詳しく見ていこう。

* * *

y = f (x)の導関数 f ′(x)は、ライプニッツ記法では
dy
dx
と表記される。

dy
dx
= f ′(x)

ライプニッツ記法
dy
dx
には、「yで表される関数を xで微分する」という意味がこめられている。

ならば、逆関数 x = f −1(y)の導関数は、「xで表される関数を yで微分する」という意味で、
dx
dy
と

表記できる。

dx
dy
= ( f −1)′(y)

ここで、
dy
dx
= f ′(x)という式から、次の等式も成り立つと考えられる。

dx
dy
=

1
f ′(x)
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これは逆関数の導関数になっているが、逆関数が yの関数なのだから、その導関数
dx
dy
も yの関数

であってほしい。

そこで、xを消すために x = f −1(y)を代入することで、逆関数の導関数を完成させる。

dx
dy
=

1
f ′(x)

∣∣∣∣∣∣
x= f −1(y)

� 逆関数の微分

逆関数の導関数は、元の関数の導関数の逆数になる。

dx
dy
=

1
f ′(x)

∣∣∣∣∣∣
x= f−1(y)

ここで、

∣∣∣∣∣∣
x= f −1(y)

は、その直前の式を計算した後に、x = f −1(y)を代入することを意

味する。

3.1.11 三角関数の微分

角度 θを dθだけ微小変化させたときの、三角形の高さの変化が sin θの微小変化であり、底辺の

長さの変化が cos θの微小変化である。

θ

θ

dθ dθ cos θ

dθ sin θ

1

1
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θ

dθ dθ cos θ

sin θ

θ

dθ

dθ sin θ

cos θ

sinの微分

三角形の高さは、dθ cos θだけ増えているので、

sin(θ + dθ) =

元の関数

sin θ +

導関数

cos θ dθ

� sin関数の微分
d
dθ

sin θ = cos θ

cosの微分

三角形の底辺の長さは、dθ sin θだけ減っているので、

cos(θ + dθ) = cos θ − sin θdθ

cos(θ + dθ) =

元の関数

cos θ + (

導関数

− sin θ )dθ

� cos関数の微分
d
dθ

cos θ = − sin θ
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3.1.12 ネイピア数

指数関数を定義した際に、「どんな数も 0乗したら 1になる」と定義した。

つまり、指数関数 y = ax において、x = 0での関数の値は 1である。

ここでさらに、x = 0でのグラフの傾きも 1となるような aを探し、その値をネイピア数と呼ぶこ

とにする。

� ネイピア数（自然対数の底）

指数関数 y = axにおいて、x = 0での接線の傾きが 1となるような底 aの値をネイ
ピア数と呼び、eと表す。

この定義では、「x = 0では関数の値も傾きも等しく 1になる」という、x = 0での振る舞いにしか

言及していない。

だが、実はネイピア数を底とする指数関数は、「微分しても変わらない（すべての xにおいて、関

数の値と傾きが一致する）」という性質を持つ。

3.1.13 ネイピア数を底とする指数関数の微分

指数関数 y = ex の微分は、導関数の定義から次のように計算できる。

d
dx

ex = lim
∆x→0

ex+∆x − ex

∆x

= lim
∆x→0

ex · e∆x − ex

∆x

= lim
∆x→0

ex · (e∆x − 1)
∆x

= ex · lim
∆x→0

e∆x − 1
∆x

ここで、 lim
∆x→0

e∆x − 1
∆x

は xによらない定数であり、

lim
∆x→0

e∆x − 1
∆x

= lim
∆x→0

e0+∆x − e0

∆x

というように、これは x = 0における傾き（導関数に x = 0を代入したもの）を表している。

そもそも、ネイピア数 eの定義は「x = 0での ex の傾きが 1」というものだったので、
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lim
∆x→0

e∆x − 1
∆x

= 1

となり、「ex は微分しても変わらない」という性質が導かれる。

d
dx

ex = ex

� ネイピア数を底とする指数関数の微分

ネイピア数を底とする指数関数は、微分しても変わらない関数である。

d
dx

ex = ex

指数が定数倍されている場合

y = ekx のように、指数が定数倍（k倍）されている場合は、合成関数の微分の公式を使って計算

できる。

t = kxとおくと、

dy
dx
=

dt
dx
· dy

dt

=
d
dx

(kx) · d
dt

(et)

= k�
�dx

��dx
· et

= ket

= kekx

となり、ekx 自体は変わらず、指数の係数 kが eの肩から「降りてくる」形になる。

� ネイピア数を底とする指数関数の微分（指数が定数倍されている場合）
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kを定数とし、指数が k倍されている場合は、微分すると全体が k倍される。

d
dx

ekx = kekx

指数が関数の場合

指数が関数になっている場合 y = e f (x) の微分も、合成関数の微分を使って考えればよい。

t = f (x)とおくと、

dy
dx
=

dy
dt
· dt

dx

=
d
dt

et · d
dx

f (x)

= et · f ′(x)

= e f (x) · f ′(x)

� ネイピア数を底とする指数関数の微分（指数が関数の場合）

d
dx

e f (x) = f ′(x)e f (x)

3.1.14 一般の指数関数の微分

指数関数の底の変換公式より、aを底とする指数関数の微分は、ネイピア数 eを底とする指数関数

の微分（指数が定数倍されている場合）に帰着できる。

REVIEW

指数関数の底の変換公式

ax = b(logb a)x

指数関数の底の変換公式において、b = eの場合を考えると、

ax = e(log a)x
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となるので、指数が log a倍された、eを底とする指数関数の微分として考えればよい。

d
dx

ekx = kekx

e(log a)x = ax

d
dx

ax =
d
dx

e(log a)x

= (log a)e(log a)x

= (log a)ax

� 指数関数の微分
d
dx

ax = ax(log a)

3.1.15 対数関数の微分

自然対数の微分（底がネイピア数の対数の微分）

底がネイピア数である対数は、自然対数と呼ばれる。

� 自然対数

底がネイピア数 eである対数関数を自然対数といい、次のように底 eを省略して

表記する。

log x

y = log xは x = ey の逆関数であるから、ey の微分 ey の逆数を考えればよい。

d
dx

log x =
1
ey =

1
x

� 自然対数の微分
d
dx

log x =
1
x
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3.1.16 対数微分法

真数が関数である自然対数の微分

y = log f (x)の微分は、対数微分法と呼ばれる微分テクニックの原理となる。

この微分は、t = f (x)として合成関数の微分を考えることで計算できる。

d
dx

log f (x) =
dy
dt
· dt

dx

=
d
dt

log t · d
dx

f (x)

=
1
t
· f ′(x)

=
1

f (x)
· f ′(x)

=
f ′(x)
f (x)

� 真数が関数である自然対数の微分

d
dx

log f (x) =
f ′(x)
f (x)

ここで、この式を f ′(x) = . . .の形に直してみよう。

f ′(x) = f (x) · d
dx

log f (x)

関数 f (x)の微分 f ′(x)は、logを取ってから微分したもの
d
dx

log f (x)に、元の関数 f (x)をかける

ことでも計算できることがわかる。

� 対数微分法の原理

logを取ってから微分したものに元の関数をかける操作は、微分することと同じに
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なる。

f ′(x) = f (x) · (log f (x)
)′

この原理によって、 f (x)の微分計算を、log f (x)の微分計算に置き換えることが可能になる。

対数を取ることで、対数の性質が使えるようになるため、微分が簡単になることがある。そんな

ときにこの原理が役に立つ。

対数微分法でライプニッツ則（関数の積の微分）を導く

f (x)g(x)の微分を、対数経由で計算してみよう。

まず、log( f (x)g(x))の微分は、「積の対数が対数の和になる」という対数の性質を用いて、次のよ

うに計算できる。

d
dx

log( f (x)g(x)) =
d
dx

(
log f (x) + log g(x)

)
=

d
dx

log f (x) +
d
dx

log g(x)

=
f ′(x)
f (x)

+
g′(x)
g(x)

=
f ′(x)g(x) + f (x)g′(x)

f (x)g(x)

対数微分法の原理より、この式に f (x)g(x)をかけたものが、 f (x)g(x)の微分になる。

( f (x)g(x))′ = f (x)g(x) · d
dx

log( f (x)g(x))

=����f (x)g(x) · f ′(x)g(x) + f (x)g′(x)

����f (x)g(x)

= f ′(x)g(x) + f (x)g′(x)

これは、関数の積の微分公式である、ライプニッツ則の式に一致している。

対数微分法で分数関数の微分（関数の商の微分）を考える

続いて、
f (x)
g(x)

の微分も対数微分法で計算してみよう。
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log
f (x)
g(x)

の微分は、「商の対数が対数の差になる」という対数の性質を用いて、次のように計算で

きる。

d
dx

log
f (x)
g(x)

=
d
dx

(
log f (x) − log g(x)

)
=

d
dx

log f (x) − d
dx

log g(x)

=
f ′(x)
f (x)

− g′(x)
g(x)

=
f ′(x)g(x) − f (x)g′(x)

f (x)g(x)

対数微分法の原理より、この式に
f (x)
g(x)

をかけたものが、
f (x)
g(x)

の微分になる。

(
f (x)
g(x)

)′
=

f (x)
g(x)

· d
dx

log
f (x)
g(x)

=��f (x)
g(x)

· f ′(x)g(x) − f (x)g′(x)

��f (x)g(x)

=
f ′(x)g(x) − f (x)g′(x)

(g(x))2

� 分数関数の微分(
f (x)
g(x)

)′
=

f ′(x)g(x) − f (x)g′(x)
(g(x))2

関数の積・商の微分の比較

対数を取ってから微分すると、ライプニッツ則と分数関数の微分の違いがシンプルに表現される。

d
dx

log ( f (x)g(x))=
f ′(x)
f (x)

+
g′(x)
g(x)

d
dx

log
f (x)
g(x)

=
f ′(x)
f (x)

− g′(x)
g(x)

あとは、これらに f (x)g(x)や
f (x)
g(x)

をかけることで、元の関数の微分の式が導ける。
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3.2 高階微分

3.2.1 高階微分とその表記

関数 f (x)を微分したもの f ′(x)をさらに微分して、その結果をさらに微分して…というように、「導

関数の導関数」を繰り返し考えていくことを高階微分という。

まずは、2回微分した場合について定義しよう。

f (x)を 2回微分したものは、ニュートン記法では f ′′(x)と表される。

ライプニッツ記法で表現するには、次のように考えるとよい。

d
dx

(
d
dx

f (x)
)
=

(
d
dx

)2
f (x) =

d2

dx2
f (x)

� 二階微分（二階導関数）

関数 f (x)を微分して得られた導関数 f ′(x)をさらに微分することを二階微分とい

い、その結果得られた導関数を二階導関数という。

二階導関数は、次のように表記される。

f ′′(x) =
d2

dx2
f (x)

n階微分も同様に定義される。

nが大きな値になると、プライム記号をつける表記では f ′′′′′′′′(x)のようになってわかりづらいの

で、 f (n)(x)のようにプライムの数 nを添える記法がよく使われる。

� n階微分（n階導関数）

関数 f (x)を n回微分することを n階微分といい、その結果得られた導関数を n階

導関数という。
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n階導関数は、次のように表記される。

f (n)(x) =
dn

dxn f (x)

3.2.2 冪関数の高階微分

n次の冪関数 f (x) = xn を k回微分すると、次のようになる。

f (x) = xn

f ′(x) = nxn−1

f ′′(x) = n(n − 1)xn−2

f ′′′(x) = n(n − 1)(n − 2)xn−3

...

f (k)(x) = n(n − 1)(n − 2) · · · (n − (k − 1))xn−k

= n(n − 1)(n − 2) · · · (n − k + 1)xn−k

ここで、k = nとすると、

f (n)(x) = n(n − 1)(n − 2) · · · (n − n + 1)xn−n

= n(n − 1)(n − 2) · · · 1 · x0

= n(n − 1)(n − 2) · · · 1

= n!

となり、n階微分した時点で定数 n!になるので、これ以上微分すると 0になる。

f (n+1)(x) = 0
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� n次冪関数の高階微分

n次冪関数 f (x) = xn の n階微分は n!となり、n + 1回以上微分すると 0になる。

f (x) = xn =⇒
f (n)(x) = n!

f (n+1)(x) = 0

3.2.3 指数関数の高階微分

ネイピア数を底とする指数関数 f (x) = ex は、何度微分しても変わらない関数である。

f (x) = ex

f ′(x) = ex

f ′′(x) = ex

f ′′′(x) = ex

...

f (n)(x) = ex

� ネイピア数を底とする指数関数の高階微分

eを底とする指数関数 f (x) = ex の n階微分は変わらず ex となる。

f (x) = ex =⇒ f (n)(x) = ex

指数が k倍されている場合 f (x) = ekxは、微分するたびに kが前に落ちてきて、n階微分すると kn

が前につくことになる。
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f (x) = ekx

f ′(x) = kekx

f ′′(x) = k2ekx

f ′′′(x) = k3ekx

...

f (n)(x) = knekx

� ネイピア数を底とする指数関数の高階微分（指数が定数倍されている場合）

eを底とし、指数が定数 k倍された指数関数 f (x) = ekx の n階微分は knekx となる。

f (x) = ekx =⇒ f (n)(x) = knekx

3.3 存在定理とテイラー展開

3.3.1 高階微分による近似式

微分の導入として話した、関数の各点での直線による近似に立ち返ろう。

REVIEW

関数 f (x)は、ある点 x0 の付近では、

f (x) ≃ f (x0) + f ′(x)(x − x0)

という傾き f ′(x)の直線に近似できる。

この式に x = x0 を代入すると、

f (x0) ≃ f (x0) + f ′(x0)(x0 − x0)

f (x0) ≃ f (x0) + f ′(x0) · 0

∴ f (x0) = f (x0)
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となり、たしかに点 x0 では一致することがわかる。

ここで、両辺を高階微分しても、点 x0 で一致するような近似式を作りたい。

一階微分が一致するなら点 x0 でのグラフの傾きが等しく、二階微分が一致するなら点 x0 でのグ

ラフの曲がり具合が等しい、…といった具合に、高階微分を一致させていけば、どんどん本物の

関数 f (x)に近い近似式が得られるからだ。

n階微分してから x = x0 を代入しても、 f (n)(x0) = f (n)(x0)が成り立つようにするには、近似式の

右辺 f (x0) + f ′(x)(x − x0)をどのように変更すればよいだろうか？

f ′(x)(x − x0)の n階微分

右辺を微分した時点で定数項 f (x0)は消えてしまうので、 f ′(x)(x − x0)の微分結果だけが残ること

になる。

f (n)(x) =
dn

dxn

(
f ′(x)(x − x0)

)
そこで、 f ′(x)(x − x0)の高階微分がどうなるかを探っていく。1階微分から順に見ていこう。

この計算では、関数の積の微分（ライプニッツ則）を思い出す必要がある。

REVIEW

関数の積の微分（ライプニッツ則）

d
dx

( f (x)g(x)) =
d
dx

f (x) · g(x) + f (x) · d
dx

g(x)

積の各項の微分を計算しておくと、

d
dx

f ′(x) = f ′′(x)

d
dx

(x − x0) =
d
dx

x − d
dx

x0 = 1 − 0 = 1

となるので、ライプニッツ則より、1階微分は次のようになる。

d
dx

(
f ′(x)(x − x0)

)
=

f ′(x)の微分

f ′′(x) (x − x0) + f ′(x) ·
(x − x0)の微分

1

= f ′′(x)(x − x0) + f ′(x)
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この結果をもう一度微分すると、2階微分が求まる。

d2

dx2
(
f ′(x)(x − x0)

)
=

d
dx

(
f ′′(x)(x − x0) + f ′(x)

)
=

d
dx

f ′′(x)(x − x0) +
d
dx

f ′(x)

=

f ′′(x)の微分

f ′′′(x) (x − x0) + f ′′(x) ·
(x − x0)の微分

1 + f ′′(x)

= f ′′′(x)(x − x0) + 2 f ′′(x)

さらにもう一度微分することで、3階微分が求められる。

d3

dx3
(
f ′(x)(x − x0)

)
=

d
dx

(
f ′′′(x)(x − x0) + 2 f ′′(x)

)
=

d
dx

f ′′′(x)(x − x0) + 2
d
dx

f ′′(x)

=

f ′′′(x)の微分

f ′′′′(x) (x − x0) + f ′′′(x) ·
(x − x0)の微分

1 + 2 f ′′′(x)

= f ′′′′(x)(x − x0) + 3 f ′′′(x)

プライム記号の数が増えてきたので、 f ′′′ = f (3) のように書き直して結果をまとめると、

d
dx

(
f ′(x)(x − x0)

)
= f (2)(x)(x − x0) + f (1)(x)

d2

dx2
(
f ′(x)(x − x0)

)
= f (3)(x)(x − x0) + 2 f (2)(x)

d3

dx3
(
f ′(x)(x − x0)

)
= f (4)(x)(x − x0) + 3 f (3)(x)

...

dn

dxn

(
f ′(x)(x − x0)

)
= f (n+1)(x)(x − x0) + n f (n)(x)

のように続き、n階微分の結果が得られる。
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x = x0 を代入すると…

これで、 f (x)の n階微分 f (n)(x)は、次のように表せることがわかった。

f (n)(x) = f (n)(x)(x − x0) + n f (n−1)(x)

ここに、x = x0 を代入してみると、

f (n)(x0) = f (n)(x0)(
0

x0 − x0) + n

定数の微分は 0

f (n−1)(x0)

= f (n)(x0) · 0 + n · 0

= 0

というように、右辺の項がすべて消えて、0になってしまう。

f (n)(x0) = f (n)(x0)を成り立たせるには、右辺に項が足りないということになる。

n階微分して x = x0を代入しても 0にならず、 f (n)(x0)として生き残るような項を、元の近似式の

右辺に追加する必要がある。

近似式の続きを予想する

具体的にどんな項を加えていけばよいかは、式の規則性から予想していくことにする。

f (x) ≃ f (x0) + f ′(x0)(x − x0)

という式を、次のように読み替えてみよう。

f (x) ≃
0次の項

f (0)(x0)(x − x0)0 +

1次の項

f (1)(x0)(x − x0)1

f (x0)は 0階微分（微分を 1回もしていない、そのままの関数）と考えて、 f (0)(x0)と書いた。

また、0乗は必ず 1になるので、f (x0)の後ろには (x− x0)0 = 1が隠れていると考えることができる。

このように書き換えた式をみると、なんとなく次のような続きを予想できる。

f (x) ?
=

0次の項

f (0)(x0)(x − x0)0 +

1次の項

f (1)(x0)(x − x0)1 +

2次の項

f (2)(x0)(x − x0)2 +

3次の項

f (3)(x0)(x − x0)3 + · · ·
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この式が正しいかどうかはわからないが、この式をベースに調整を加えていくアプローチを試し

てみよう。

2次の項を加えた近似式

まず 2次の項だけ加えた状態で、 f (x)の 2階微分を考えてみる。

f (x) ?
= f (x0) + f ′(x0)(x − x0) + f ′′(x0)(x − x0)2

このとき、元の近似式は 2階微分すると 0になってしまうので、元の近似式にあった 0次の項と 1

次の項は 2階微分によって消えてしまうことになる。

よって、 f (x)の 2階微分は、2次の項だけの微分として考えればよい。

d
dx

Xn = nXn−1

f ′′(x) ?
=

d2

dx2
(

f ′′(x0) (x − x0)2
)

= f ′′(x0) · d2

dx2
(x − x0)2

= f ′′(x0) · d
dx

{
d
dx

(x − x0)2
}

= f ′′(x0) · d
dx

(2(x − x0))

= f ′′(x0) · 2 d
dx

(x − x0)

= f ′′(x0) · 2 · 1

= 2 f ′′(x0)

定数なので外に出せる

x = x0 を代入すると、

f ′′(x0) = 2 f ′′(x0)

という、微妙に惜しい結果が得られる。

この結果から、2次の項に
1
2
をかけておけば、 f ′′(x0) = f ′′(x0)が成り立たせることができるとわ

かる。
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つまり、近似式は次のように修正すればよい。

f (x) ≃ f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +

2次の項

1
2

f (2)(x0)(x − x0)2 + · · ·

3次の項を加えた近似式

3階微分した場合、先ほど追加した 2次の項も消えてしまうので、さらに 3次の項を加える必要

がある。

f ′′′(x) ?
=

d3

dx3
(

f ′′′(x0)(x − x0)3
)

= f ′′′(x0) · d
dx

(
d
dx

(
d
dx

(
(x − x0)3

)))
= f ′′′(x0) · d

dx

(
d
dx

(
3(x − x0)2

))
= f ′′′(x0) · d

dx
(3 · 2(x − x0))

= f ′′′(x0) · 3 · 2 · 1

先ほどと同じように考えて、3次の項に
1

3 · 2 · 1 =
1
3!
をかけておけば、 f ′′′(x0) = f ′′′(x0)が成り立

たせることができる。

これで、近似式は次のようになる。

f (x) ≃ f (x0) + f ′(x0)(x − x0) +

2次の項

1
2!

f (2)(x0)(x − x0)2 +

3次の項

1
3!

f (3)(x0)(x − x0)3 + · · ·

2! = 2 · 1 = 2なので、2次の項の係数も階乗で書き直している。

0次の項と 1次の項についても、0! = 1、1! = 1を使って書き換えれば、次のような規則的な式に

なっていることがわかる。

f (x) ≃

0次の項

1
0!

f (0)(x0)(x − x0)0 +

1次の項

1
1!

f (1)(x0)(x − x0)1 +

2次の項

1
2!

f (2)(x0)(x − x0)2 +

3次の項

1
3!

f (3)(x0)(x − x0)3 + · · ·

これで、n次の項まで加えていった一般形が想像つくようになったのではないだろうか。
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無限に項を加えた近似式：テイラー展開

同じような考え方で、n次の項まで加えた近似式を作ることができる。

f (x) ≃
n∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x − x0)n

n→ ∞とした場合のこの近似式には、テイラー展開という名前がつけられている。

� テイラー展開

関数 f (x)が x = x0 で何回でも微分可能であるとき、関数 f (x)が x0 の付近で

f (x) =
∞∑

n=0

f (n)(x0)
n!

(x − x0)n

と表せるなら、この式を関数 f (x)の x = x0 周りにおけるテイラー展開という。

特に、x0 = 0の場合のテイラー展開には、マクローリン展開という別な名前がつけられている。

� マクローリン展開

関数 f (x)が x = 0で何回でも微分可能であるとき、関数 f (x)が 0の付近で

f (x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n!

xn

と表せるなら、この式を関数 f (x)のマクローリン展開という。

3.3.2 存在定理としてのテイラーの定理

先ほどは、テイラー展開の式を手探りで導いたが、この式に数学的な証明を与える場合、その源

流（もととなる理論や定理）はどこにあるのだろうか。

まず、テイラー展開の原理となるテイラーの定理を見ておこう。
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先ほど示したテイラー展開の式の右辺は、必ずしも左辺の関数 f (x)に一致するとは限らないこと

を述べておく必要がある。

実際、テイラーの定理では、右辺にさらに余分な項（剰余項）が現れた形になっている。

� テイラーの定理

関数 f (x)は a ≤ x ≤ bの区間で何回でも微分可能であるとき、

f (b) =
∞∑

n=0

f (n)(a)
n!

(b − a)n +
f (n+1)(c)
(n + 1)!

(b − a)n+1

となる cが aと bの間に存在する。

このとき、最後の項を剰余項と呼び、次のように表す。

Rn =
f (n+1)(c)
(n + 1)!

(b − a)n+1

この定理の式において、aと bは最初に与えられた数なので、最後の項（剰余項）以外は計算でき

ることになる。

ところが、最後の項に現れる cは、aと bの間に「存在する」としか述べられておらず、実際の値

はわからない。

このような、存在だけを保証する定理は存在定理と呼ばれる。

この未知の値 cを含む剰余項を消すことができれば、実際に計算可能なテイラー展開の式が得ら

れることになる。

� テイラー展開可能

テイラーの定理において、剰余項が項を増やせば増やすほど小さくなる、すなわち

lim
n→∞

Rn = 0

が成り立つとき、関数 f (x)はテイラー展開可能であるという。
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項の数を増やせば増やすほど剰余項が小さくなるということは、項の数を増やすほど再現の精度

が上がるということである。

剰余項とはいわば、近似式と実際の関数との誤差を表しているといえる。

* * *

テイラーの定理は一種の存在定理であり、この定理を証明するには、さらにいくつかの存在定理

の力を借りる必要がある。

微分に関する存在定理をいくつか辿った上で、最終的にテイラーの定理を証明することを目指そう。

3.3.3 ロルの定理

� ロルの定理

関数 f (x)が閉区間 [a, b]で連続であり、開区間 (a, b)で微分可能であるとき、

f (a) = f (b) =⇒ f ′(c) = 0 (a < c < b)

となる cが少なくとも 1つ存在する。

3.3.4 平均値の定理

3.3.5 テイラーの定理の証明

3.4 1変数関数の積分

積分とは、「部分を積み重ねる」演算である。

微小部分を調べる微分と、微小部分を積み重ねる積分は、互いに逆の操作になっている。

3.4.1 区分求積法：面積の再定義

長方形の面積は、なぜ「縦 ×横」で求められるのだろうか？

そこには、長方形の横幅分の長さを持つ線分を、長方形の高さに達するまで積み重ねるという発

想がある。

面積の計算を「線を積み重ねる」という発想で捉えると、あらゆる形状の面積を考えることがで

きる。
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長方形では、積み重ねる線の長さは一定だが、他の形状では、積み重ねる線の長さが変化する。

積み重ねるべき線の長さを、関数で表すことができたら…

* * *

関数 y = f (x)が与えられたとき、高さ f (x)の線分を aから bまでの区間で積み重ねることで、x

軸とグラフに挟まれた部分の面積を求めることを考える。

a b x

y

O

y = f (x)

この考え方は、面積を求めたい部分を長方形に分割し、長方形の幅を限りなく 0に近づけるとい

う操作で表現できる。

a = x1 x2 x3 x4 x5
∆x

b x

y

O a = x1 x3 x6 x9 x12
∆x

b x

y

O

∆x小

a ≤ x ≤ bの区間を n等分して、x1, x2, . . . , xn とする。

分割された各長方形は、幅が ∆xで、高さが f (x)であるので、各長方形の面積は次のように表せる。

∆S = f (x) · ∆x

どんどん ∆xを小さくしていくと、細かい長方形分割で、面積を求めたい図形を近似できる。
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a = x1 x10 x20 x30 b x

y

O

y = f (x)

つまり、求めたい面積は、分割した長方形の面積をすべて足し合わせることで近似できる。

S ≈
n∑

i=1

f (xi) · ∆x

∆x→ 0の果てでは、幅を持たなくなった長方形は線分とみなせるので、もはや近似ですらなくな

るだろう。

S = lim
∆x→0

n∑
i=1

f (xi) · ∆x

このような考え方は、区分求積法と呼ばれる。

3.4.2 定積分：面積を求める積分

ここで、区間 a ≤ x ≤ bにおける関数 y = f (x)と x軸の間の面積 S を求める式を、次のように表

記する。

S =
∫ b

a
f (x) dx

∑
は離散的な和を表す記号であり、例えば

n∑
i=0

であれば、iを 1ずつ増やして nに達するまで足し

合わせることを意味する。

一方、ここで新たに導入した
∫
は連続的な和を表す記号であり、微小変化を繰り返しながら足し

合わせることを意味する。
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∑
は間隔を取って足し合わせるのに対し、

∫
は間隔を限りなく小さくして足し合わせる。

足し合わせる間隔を限りなく小さくするという操作は、極限を取る操作に相当するので、
∑
の極

限を取ったもの lim
∑
をまとめて

∫
という記号で表記したと捉えることができる。

さらに、 lim
∆x→0

とした果ての ∆xは、微小変化を意味する dxと書き換えられている。

� 定積分

a ≤ x ≤ bの区間内における関数 f (x)のグラフと x軸の間の領域の符号付き面積を

求める演算を定積分と定義し、次のように表記する。∫ b

a
f (x)dx

このとき、 f (x)を被積分関数と呼ぶ。

f (x)の値が負になる区間では、定積分の値も負になるため、定積分は符号付き面積を表す。

a1 b1

a2 b2 x

3.4.3 微小範囲の定積分から微分へ

定積分
∫ b

a
f (x)dxは、積分区間の取り方（aや bの値）を変えると、当然異なる計算結果になる。

ここで、下端 aは固定し、上端 bを変化させて積分区間を広げていくことを考えよう。

上端が変化することを強調するため、上端は xと表記することにする。

このとき、定積分
∫ x

a
f (t)dtは、上端 xの関数として捉えられる。
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S (x) =
∫ x

a
f (t)dt

t
∫
の中で使っている変数 t は、積分区間の下端から上端まで動く変数であり、どんな文字を

使ってもよい。「tが下端 aから上端 xまで動く」なら違和感なく聞こえるが、「xが下端 aから

上端 xまで動く」というのはややこしいので、上端 xと区別するために tを使うことにした。

∫ u

a
f (t)dt

a x x + ∆x

f (x)

f (x + ∆x)

x

y

∆x

O

y = f (x)

xを ∆xだけ増加させたときに増える面積は、

S (x + ∆x) − S (x) =
∫ x+∆x

x
f (t)dt

となるが、ここでさらに ∆xを小さくしていくと…

増えた領域は、幅 dx、高さ f (x)の長方形とみなせるので、その面積は f (x)dxとなる。

∫ x

a
f (t)dt

a x ≈ x + dx

f (x) ≈ f (x + dx)

x

y

O

y = f (x)

よって、∆x→ 0としたときには、
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S (x + dx) − S (x) = f (x)du

という式が成り立ち、これは実は見慣れた微分の関係式と同じ形をしている。

S (x + dx) =

元の関数

S (x) +

導関数

f (x) du

この式は、定積分したもの F(x)を xで微分すると、積分前の関数 f (x)に戻るということを示して

いる。

このような「積分したものを微分すると、元の関数に戻る」という事実は、微積分学の基本定理

として知られている。

� 微積分学の基本定理 積分の逆の演算は微分である。

3.4.4 不定積分：原始関数を求める積分

定積分の定義は面積から始まったが、定積分という操作で「微分したら元の関数に戻る」ような

関数を作ることもできた。

ここで、「微分したら元の関数に戻る」関数を次のように定義する。

� 原始関数

微分することで元の関数 f (x)が得られる関数を、f (x)の原始関数と呼び、F(x)と

表す。

f (x) =
d
dx

F(x)

「微分したら元の関数に戻る」関数の 1つが、前節で調べた S (x) =
∫ x

a
f (t)dtであったが、実はこ

のような関数は他にも存在する。

例えば、定数を微分すると 0になるため、S (x)に任意の定数 C を加えた関数 S (x) + C を作って

も、その微分結果は変わらず元の関数になる。

このことは、「原始関数には定数 C分の不定性がある」などと表現されることがある。
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「微分したら元の関数に戻る」関数を求める演算、すなわち「微分の逆演算」として捉えた積分

を新たに定義してみよう。

� 不定積分

関数 f (x)から原始関数 F(x)を求める演算を、 f (x)の不定積分と呼び、次のよう

に表す。 ∫
f (x)dx = F(x) +C

ここで、Cは積分定数と呼ばれる任意の定数である。

3.4.5 原始関数による定積分の表現

少し前に、定積分
∫ x

a
f (t)dtを上端 xの関数 S (x)とみて、xを微小変化させることで、S (u)が f (u)

の原始関数である（S (u)を uで微分したら f (u)になる）ことを確かめた。

REVIEW

区間 ∆xでの面積の増分を考え、

S (x + ∆x) − S (x) =
∫ x+∆x

x
f (t)dt

∆x→ 0とすれば、次のような微分の関係式が得られる。

S (x + dx) =

元の関数

S (x) +

導関数

f (x) dx

さらに前節では、「微分したら元に戻る」原始関数は 1つだけではなく、任意の定数 C を用いた

F(x) +Cも、 f (x)の原始関数であることを述べた。

そこで、 f (x)の任意の原始関数を F(x)とおくことにする。

原始関数は任意の定数 C分だけ異なるので、 f (x)の原始関数の 1つである S (x)は、 f (x)の他の原

始関数 F(x)を C分ずらしたものになるはずである。

S (x) = F(x) +C
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ここで、S (x) =
∫ x

a
f (t)dtに、x = aを代入すると、下端と上端が一致する領域の面積（定積分）は

明らかに 0なので、

S (a) =
∫ a

a
f (t)dt = 0

なんとここから、Cを求めることができる。

S (a) = F(a) +C = 0より、

C = −F(a)

この Cを用いて、S (x)を次のように表現できる。

S (x) = F(x) − F(a)

x = bを代入することで、積分区間の上端を bに戻した定積分を考えると、

S (b) = F(b) − F(a)

S (b) =
∫ b

a
f (x)dx

という、S (b)について 2通りの表現が得られる。

t
上端を表す x という変数が現れなくなったので、

∫
の中で使っていた変数 t はしれっと x に

戻している。
∫
の中の xは「下端 aから上端 bまで動く」という意味しか持っていないので、

何の文字を使っても意味は変わらない。

得られた 2通りの表現式を組み合わせることで、次のような関係が成り立つ。

∫ b

a
f (x)dx = F(b) − F(a)

� 原始関数による定積分の表現
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関数 f (x)の原始関数が F(x)であれば、定積分は次のように計算できる。∫ b

a
f (x)dx = F(b) − F(a)

ここで現れる F(b) − F(a)という量は、次の記号で表される。[
F(x)

]b

a
= F(b) − F(a)

3.4.6 定積分の性質

面積としての理解だけではうまく想像できない性質も、原始関数との関係を使うことで数式で確

かめられるようになる。

積分区間の結合

2つの定積分があり、それらの積分区間が連続していれば、1つの定積分としてまとめて計算で

きる。

a b c x

y

O

y = f (x)

� 積分区間が連続する定積分の和∫ b

a
f (x)dx +

∫ c

b
f (x)dx =

∫ c

a
f (x)dx
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面積として考えれば明らかな性質だが、原始関数を使って証明することもできる。

f (x)の原始関数を F(x)とすると、

∫ b

a
f (x)dx +

∫ c

b
f (x)dx = F(b) − F(a) + F(c) − F(b)

= F(c) − F(a)

=

∫ c

a
f (x)dx

として、式が成立することがわかる。

積分区間の反転

積分区間の上限と下限を入れ替わると、符号が変わる。

� 定積分の積分区間の反転∫ b

a
f (x)dx = −

∫ a

b
f (x)dx

これは、積分区間が連続する定積分の和の性質における、c = aの場合の式である。

∫ b

a
f (x)dx +

∫ a

b
f (x)dx =

∫ a

a
f (x)dx

= 0∫ b

a
f (x)dx = −

∫ a

b
f (x)dx

定積分の線形性

微分や
∑
記号などと同様に、定積分も線形性を持つ。



90 CHAPTER 3. 微分と積分

� 定積分の線形性∫ b

a
{α f (x) + βg(x)} dx = α

∫ b

a
f (x)dx + β

∫ b

a
g(x)dx

この性質は、微分の線形性から導かれる。

f (x)の原始関数を F(x)、g(x)の原始関数をG(x)とすると、微分の線形性より、

d
dx
{αF(x) + βG(x)} = α d

dx
F(x) + β

d
dx

G(x)

= α f (x) + βg(x)

となるから、α f (x) + βg(x)の原始関数は αF(x) + βG(x)である。

よって、定積分を原始関数を使って書き表すと、

∫ b

a
{α f (x) + βg(x)} dx = αF(b) − αF(a) + βG(b) − βG(a)

= α {F(b) − F(a)} + β {G(b) −G(a)}

= α

∫ b

a
f (x)dx + β

∫ b

a
g(x)dx

となり、原始関数を使うことで、微分の線形性から定積分の線形性につながることがわかる。

3.4.7 不定積分の性質

原始関数は、微分によって元の関数に戻る関数だった。

そして、元の関数から原始関数を求める演算が不定積分である。

F(x) f (x)

d
dx

∫
原始関数という言葉にとらわれないように表現すると、結局は次のような関係が成り立っている。
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f (x) f ′(x)

d
dx

∫

� 不定積分と微分は逆の演算

関数を微分すると導関数になり、導関数を不定積分すると元の関数に戻る。

このような関係によって、微分が持つ性質から、不定積分の性質を導くことができる。

不定積分の線形性

微分の線形性から、不定積分の線形性も成り立つ。

REVIEW

微分の線形性

(αF(x) + βG(x))′ = αF′(x) + βG′(x)

微分の線形性の式の両辺を不定積分すると、左辺は微分する前の関数 αF(x) + βG(x)に戻るので、

∫
(αF(x) + βG(x))′dx =

∫ {
αF′(x) + βG′(x)

}
dx

αF(x) + βG(x) =
∫ {
αF′(x) + βG′(x)

}
dx

ここで、導関数を不定積分すると元の関数に戻ることから、

F(x) =
∫

F′(x)dx

G(x) =
∫

G′(x)dx

と置き換えることができる。

これらを使って左辺を書き換えると、
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α

∫
F′(x)dx + β

∫
G′(x)dx =

∫ {
αF′(x) + βG′(x)

}
dx

F(x)は f (x)の原始関数、G(x)は g(x)の原始関数であるとすると、微分したらそれぞれ元に戻る

ので、次のように書き表せる。

α

∫
f (x)dx + β

∫
g(x)dx =

∫
{α f (x) + βg(x)} dx

� 不定積分の線形性∫
{α f (x) + βg(x)} dx = α

∫
f (x)dx + β

∫
g(x)dx



Chapter 4

論理と集合

数学の理論は、集合という概念で語られる。

そして、集合を構成する条件を考えるために、論理が利用される。

この章で学ぶことは、これから数学の理論を語るための「言葉」として機能するものである。

4.1 命題と論理演算

数学では「曖昧さ」を取り除いた議論が重要である。

ここでは、文章（表現）の曖昧さを取り除くために、文章の意味を記号化して扱おう、というア

プローチを考えていく。

4.1.1 命題：客観的視点に絞る

数学では、多くの問いを立てて、それが正しいかどうかをひとつひとつ確かめていくことになる。

このとき、数学の議論の対象にできるのは、主観を含まない、「真偽を問うことができる」文章で

ある。

たとえば、「数学は面白い」という文章は、私たちにとっては事実かもしれないが、主観を含む（も

はや個人的感想に近い）主張である。

このような、人によって回答が分かれるような文章について議論するのは、また別の学問領域に

任せてしまおう。

93
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数学の議論の対象とできる文章は、「正しい」か「正しくない」かをはっきりと定められるもので、

そのような文章は命題と呼ばれる。

� 命題 客観的に正しいか正しくないかが判断できる主張を命題という。

4.1.2 記号化：解釈を一通りに絞る

数学で扱う命題は、文章ではなく記号で表現されることも多い。どのような記号をどんな意味で

使うかを見ていく前に、そもそもなぜ記号化するのか、ということを考えておきたい。

私たちが日常で使う言葉は、表現のパターンがあまりにも多い。英語に比べると、日本語は特に

その傾向がある。

たとえば、次の 3つの文章は、まったく同じことを主張しているものである。

1. パンケーキは太る

2. パンケーキを食べると太る

3. パンケーキを食べたならば、体重が増える

1つめの文章は、ネイティブの日本人の間では問題なく伝わるが、日本語に慣れていない人には伝

わらない可能性がある。

実際にこのような日本語を聞いて、「パンケーキ＝太る」ってどういうこと…？となる外国人は多

いらしい。「パンケーキ」と「太る」が「＝」で結ばれているかのように見える時点で、問題がある。

2つめの文章では、より意味が明確になった。この文章であれば、英語が苦手な私が英訳を試みた

としても、"Pancakes is fat."みたいな奇妙な英文を生み出さずに済むだろう。

3つめの文章は、少し堅苦しく感じるかもしれない。しかし、これが最も数学らしい表現である。

「パンケーキを食べた」と「体重が増える」という 2つの事象が「ならば」で結ばれていて、論理

の構造がはっきりしている。

* * *

このように、何通りもの表現がある文章は、人によって解釈が異なる可能性がある。



4.1. 命題と論理演算 95

客観的な主張であるはずの命題も、その表し方によって解釈の齟齬が生まれてしまうと、結局正

しいか正しくないかが人によって異なる事態に陥ってしまうかもしれない。

解釈を一通りにするには、表し方を統一してしまうのが手っ取り早い。そのために、共通認識と

して定義された記号を使って文章を表現するのが、数学のアプローチなのである。

ここからは、命題を記号化する具体的なルールを見ていくことにする。

4.1.3 真偽値：正しさを値とみなす

命題は、主張の内容によって「正しい」か「正しくない」かが決まる。

このとき、「正しい」ことを真と呼び、「正しくない」ことを偽と呼ぶ。

� 命題の真偽

• 命題が正しいとき、その命題は真であるという。

• 命題が正しくないとき、その命題は偽であるという。

命題は必ず「真」か「偽」のどちらかに決定されるため、この「真」や「偽」を命題が持つ値とし

て考えて、真偽値と呼ぶことがある。

さらに、コンピュータでの応用を見据えて、真偽値を 0と 1で表すことがある。

� 真偽値

• 命題が真であるとき、その命題の真偽値は 1であるとする。

• 命題が偽であるとき、その命題の真偽値は 0であるとする。

4.1.4 論理式：命題を記号化する

命題が真偽値という値を持つという視点に立つと、その値を反転させたり、組み合わせたりといっ

た操作を考えることができる。

この考え方は、小学校からお馴染みの数の演算に近いものだ。たとえば、足し算という演算は、1

と 2という値を組み合わせて、3という新たな値を作り出す操作といえる。
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ある命題から「新たな命題を作り出す操作」を表す記号を論理演算子といい、論理演算子のよう

な記号の組み合わせによって命題を表現したものを、論理式という。

4.1.5 命題の否定

まずは、1つの命題を作り変える操作を考えてみよう。

のび太くんの今回の算数テストの点数は 0点だったとする。

このとき、のび太くんが「今回の算数テストは 0点じゃなかった！」と主張しても、それは嘘で

ある。

0点だったという事実を p、0点じゃなかったという主張を qとおこう。

• p : のび太くんの算数テストの点数は 0点である

• q : のび太くんの算数テストの点数は 0点ではない

このとき、qを pの否定命題と呼ぶ。

pが真実で、qは嘘であるのだから、

否定命題になると真偽が入れ替わる

ということになる。

� 命題の否定

命題 pに対して、「pではない」という命題を pの否定命題といい、次のように

表す。

¬p

¬は「not」を意味する記号で、命題の否定を表す論理演算子である。
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真理値表

ここで、初めての論理演算子が登場した。

論理演算子によって新たな命題を作り出すとき、元の命題からの真偽値の変化を一覧化しておく

とわかりやすい。そのように真偽値を一覧化した表を、真理値表という。

この「否定の真理値表」では、次の対応関係が示されている。 否定の真理値表

p ¬p

1 0

0 1

• pの真偽値が 1のとき、¬pの真偽値は 0である

• pの真偽値が 0のとき、¬pの真偽値は 1である

真理値表を使うと、「否定命題になると真偽が入れ替わる」ことも

瞬時に捉えられる。

4.1.6 論理積と論理和：「かつ」と「または」

2つの命題を組み合わせて、新たな命題を作り出す操作もある。

その代表例が論理積「かつ」と論理和「または」である。

日常生活での感覚

「かつ」と「または」という言葉は、日常生活でも意外と馴染みのあるものである。

命題としての厳密さを一旦忘れて、日常の感覚で考えてみよう。

1. 晴れていて風も弱ければ散歩に行こう

2. 紅茶かコーヒーをお選びください

1つめの文章では、「晴れている」かつ「風が弱い」という条件を使っている。

「晴れている」と「風が弱い」という、2つの条件を両方満たすときにしか、散歩には行きたくな

いのである。

2つめの文章では、「紅茶」または「コーヒー」という、2つの選択肢を提示している。

ところで、大抵の人は「紅茶」か「コーヒー」のどちらか片方だけを選ぶだろうが、数学者は両方

を手に取ってしまうかもしれない。というのも、「または」という言葉は、日常生活でのニュアン

スと数学での定義が若干異なるからだ。

• 日常生活での「Aまたは B」：Aと Bのどちらか一方

• 数学での「Aまたは B」：Aと Bの少なくとも一方（両方でもよい）
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これらの感覚を踏まえて、「かつ」と「または」を数学的に定義していこう。

数学での定義：論理積

� 論理積

p, qを命題とするとき、「pかつ q」すなわち「pと qが両方真である」という命題

を論理積という。

論理積は、論理演算子 ∧を使って、次のように表す。

p ∧ q

論理積は、AND演算と呼ばれることもある。

pと qの両方が 1でない限り、p ∧ qは決して 1にはならない。

論理積の真理値表が言わんとしていることは、次のシンプルな

事実である。

論理積（AND）は、

両方とも 1のときのみ、1になる

論理積の真理値表

p q p ∧ q

1 1 1

1 0 0

0 1 0

0 0 0

数学での定義：論理和

� 論理和

p, qを命題とするとき、「pまたは q」すなわち「pと qの少なくとも一方が真であ

る」という命題を論理和という。

論理和は、論理演算子 ∨を使って、次のように表す。

p ∨ q
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論理和は、OR演算と呼ばれることもある。

pと qのどちらかだけでも 1であれば、p ∨ qは 1になる。

論理和の真理値表では、次の事実に着目しよう。

論理和（OR）は、

片方だけでも 1であれば、1になる

論理和の真理値表

p q p ∨ q

1 1 1

1 0 1

0 1 1

0 0 0

4.2 同値な命題と同値変形

論理演算子を組み合わせることで、元の命題と「同じ意味」の命題を作り出すこともできる。

つまり、意味を変えずに、表現を変えることができるということだ。

数の計算でうまく式変形をすれば計算が簡単になるように、命題の論理式を意味を変えないよう

に変形することで、より簡単な議論に持ち込むことも可能になる。

「同じ意味」を表す言葉を定義した上で、「同じ意味」になる論理演算子の組み合わせのパターン

をいくつか見ていこう。

4.2.1 構成命題と同値

まず、「論理演算子を使って作られた命題」に名前をつけておく。

� 構成命題 命題と論理演算子を組み合わせてできる命題を構成命題という。

「論理演算子を使って作られた命題」が、元の命題とまったく同じ真理値のパターンを持つとき、

元の命題と新しい命題は同値であるという。

� 同値

2つの構成命題 pと qの真理値がすべて一致する（真理値表の値がすべて等しい）
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とき、この 2つの命題は同値であるといい、

p ≡ q

と表す。

同値の定義が「2つの命題 pと q」ではなく、「2つの構成命題 pと q」に対する記述になっている

ことに注意しよう。

たとえば、次の 2つの命題は同じ真理値を持つ（どちらも正しい）が、まったく関係のない文章

であり、とても「同じ意味」の文章とはいえないはずだ。

• 普通自動車免許は 18歳以上で取得可能である

• 1年は 12ヶ月である

同値とは、あくまでも論理演算子を使って加工した結果として、同じ真理値を持つ命題が得られ

たという状況を指す。まったく異なる命題どうしを結びつけるものではなく、論理演算子の関係

（効果が同じかどうか）を示すものだと捉えておこう。

4.2.2 論理式の法則

同値な命題が得られる論理演算子の組み合わせのパターンは、法則としていくつか知られている。

反射法則（二重否定）

まずは 1つ目の例として、「否定を否定すると元に戻る」という法則を考えてみよう。

次の 3つの文章において、1つ目の文章と 3つ目の文章は、どちらも同じく「勉強した」という主

張になっている。

1. 試験勉強はした

2. 試験勉強はしていない（否定）

3. 試験勉強はしていないわけじゃない（二重否定）

3つ目の文章のような、「否定の否定」を二重否定と呼び、次の法則が成り立つ。
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� 論理式の反射法則

命題 pに対して、pとその二重否定 ¬(¬p)は同値となる。

p ⇐⇒ ¬(¬p)

実際に、真理値表を使って確かめてみよう。

「否定」とは 0と 1を反転させる操作であるから、2回反転させ

ると元に戻る様子が明らかである。

p ¬p ¬(¬p)

1 0 1

0 1 0

二重否定の真理値表

結合法則

• どこから計算しても同値

• 双対性

冪等法則

• 何回繰り返しても同値

交換法則

• ひっくり返しても同値

分配法則

• 分配しても同値



102 CHAPTER 4. 論理と集合

吸収法則

ド・モルガンの法則

4.2.3 同値変形

• 恒真命題と恒偽命題

• 矛盾法則と排中法則

4.3 命題と命題の関係

ここまで、命題と論理演算子を組み合わせて新たな命題を作るという考え方に触れてきた。

ここからは、命題と命題の関係を考え、それを表す方法を見ていこう。

4.3.1 論理包含：「ならば」

物事には因果関係があり、それを辿ることで真相を明らかにする…

推理小説などで欠かせない描写だが、この考え方は数学の演繹（何かを前提に何かを導き出すこ

と）にも通じるものである。

「Aが成り立っていれば、必ず Bも成り立つ」といった関係を、数学では「ならば」という言葉

で結んで表現する。

� 論理包含

p, qを命題とするとき、「pならば q」すなわち「pが真であれば qも真である」と

いう命題を論理包含という。

論理包含は、論理演算子⇒を使って、次のように表す。

p⇒ q

論理「包含」という名前については、次のように解釈してみよう。



4.3. 命題と命題の関係 103

pである可能性（状況）は、qである可能性（状況）に含まれている

日常生活で考える：「ならば」が真となる例

たとえば、次のような文章を考えてみる。

電池が切れたら、リモコンは動かなくなる

「電池が切れている ⇒ リモコンは動かなくなる」は真である。電池が切れたら、確実にリモコン
は動かなくなるからだ。

とはいえ、リモコンが動かなくなる原因は他にも考えられる。電池が切れた場合だけでなく、リ

モコン自体が故障した場合や、リモコンで操作する機器のセンサーが感知しなくなった場合もあ

るだろう。

つまり、「リモコンの電池が切れている」という状況は、数多くある「リモコンが動かない」とい

う状況の中の 1つのパターンに過ぎないのだ。

論理「包含」という名前は、このような例から感じ取ることができる。

日常生活で考える：「ならば」が偽となる例

他の例も見てみよう。

足が痛い ⇒ 足が骨折している

足が痛いからといって、必ずしも足が骨折しているとは限らないので、これは偽である。

4.3.2 必要条件と十分条件

命題 p, qに関して p⇒ qが成り立つとき、pと qには名前がつけられている。

� 必要条件と十分条件

命題 p, qに対して、p⇒ qが常に成り立つとき、

• qは pの必要条件である

• pは qの十分条件である

という。
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たとえば、

Ms.Fukasawaは日本人である ⇒ Ms.Fukasawaは人間である

という文章の場合、「日本人である」が十分条件で、「人間である」が必要条件となる。

• 「日本人である」というだけで、明言しなくても十分に「人間である」と言える

• 「人間である」ことは、「日本人である」ことの前提として必要である

p ⇒ qの 1つの理解として、「pであることは、qであることに含まれている」という包含関係の

イメージを持っておくと、このような「必要」と「十分」という言葉のニュアンスを感じ取るこ

とができる。

4.3.3 論理包含の真理値表

論理包含「ならば」の真理値表は、次のようになる。

論理包含の真理値表

p q p⇒ q

1 1 1

1 0 0

0 1 1

0 0 1

表の各行はそれぞれ、次のような対応を表している。

1. pが成り立てば qも成り立つ：p⇒ qは真

2. pが成り立っていても qが成り立たない：p⇒ qは偽

3. pが成り立たないとき、qが成り立つかどうかは関係ない：p⇒ qは真

4. pが成り立たないとき、qが成り立つかどうかは関係ない：p⇒ qは真

不可解に思えるのは、3～4行目かもしれない。

pが偽のときは、qの真偽に関わらず、p⇒ qは真となる。

なぜなら、「pならば…」という文章は、そもそも「pが成り立つとき」にしか言及していないた

め、それ以外の場合には何が起ころうと嘘をついたことにはならないからだ。

たとえば、「雨が降れば傘をさす」という文章は、雨が降った場合にしか言及していない。
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「雨は降っていなくても傘をさす」としても、「雨が降れば傘をさす」という文章を否定したこと

にはならないのである。

「雨が降れば傘をさす」に反するのは、「雨が降っているのに傘をささない」場合だけだ。

• 必要十分条件

• 同値の言い換え

4.3.4 逆・裏・対偶

4.4 述語論理

4.4.1 命題関数

4.5 集合

Under construction...

4.5.1 実数の集合：区間

2つの実数の間の範囲は、区間と呼ばれる。

� 区間

実数全体の集合 Rの部分集合のうち、a < bである実数 aと bの間にあるすべての
実数の集合を区間という。

区間は、端点を含むかどうかによって、開区間、閉区間、半開区間に分類される。

開区間

端点を含まない区間を開区間という。

� 開区間 a ≤ x ≤ bとなる実数 xの集合を開区間といい、(a, b)と表す。
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xa b

(a, b) = {x ∈ R | a < x < b}

xa

(a,+∞) = {x ∈ R | a < x}

xa

(−∞, a) = {x ∈ R | a > x}

閉区間

端点を含まない区間を閉区間という。

� 閉区間 a < x < bとなる実数 xの集合を閉区間といい、[a, b]と表す。

xa b

[a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}

xa

[a,+∞] = {x ∈ R | a ≤ x}

xa

[−∞, a] = {x ∈ R | a ≥ x}

半開区間

一方の端点を含み、他方の端点を含まない区間を半開区間という。
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� 半開区間 次のような集合を半開区間という。

• a ≤ x < bとなる実数 xの集合を、[a, b)と表す。

• a < x ≤ bとなる実数 xの集合を、(a, b]と表す。

xa b

[a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b}

xa b

(a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b}





Chapter 5

写像と構造

この章では、集合に関する議論をさらに深めていく。

集合と集合を対応づける写像や、集合を特徴づけるさまざまな数学的構造について議論する。

5.1 写像

Under construction...
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Chapter 6

線形代数

線形代数は、高次元に立ち向かうための強力な道具となる。

ベクトルや行列を使って表現することで、どれだけ高次元に話を広げたとしても、「関係」を語る

言葉の複雑さを抑えることができる。

そして、ベクトルや行列を使う効用は、表現の簡潔さだけにとどまらない。

この章では、ベクトルや行列から広がる世界を追いかけていこう。

6.1 ベクトルと座標

6.1.1 移動の表現としてのベクトル

平面上のある点の位置を表すのに、よく使われるのが直交座標系である。

直交座標系では、x軸と y軸を垂直に張り、

• 原点 Oからの x軸方向の移動量（x座標）

• 原点 Oからの y軸方向の移動量（y座標）

という 2つの数の組で点の位置を表す。

座標とは、「x軸方向の移動」と「y軸方向の移動」という 2回の移動を行った結果である。

右にどれくらい、上にどれくらい、という考え方で平面上の「位置」を特定しているわけだが、単

に「移動」を表したいだけなら、点から点へ向かう矢印で一気に表すこともできる。

111
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x

y

O a

b

(a, b)

「位置の特定」という視点

A

B

「移動」という視点

ある地点から別のある地点への「移動」を表す矢印をベクトルという。

ベクトルが示す、ある地点からこのように移動すれば、この地点にたどり着く…といった「移動」

の情報は、相対的な「位置関係」を表す上で役に立つ。

平行移動してもベクトルは同じ

座標は「位置」を表すものだが、ベクトルは「移動」を表すものにすぎない。

座標は「原点からの」移動量によって位置を表すが、ベクトルは始点の位置にはこだわらない。

たとえば、次の 2つのベクトルは始点の位置は異なるが、同じ向きに同じだけ移動している矢印

なので、同じベクトルとみなせる。
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x

y

O

このような「同じ向きに同じだけ移動している矢印」は、平面内では平行な関係にある。

つまり、平行移動して重なる矢印は、同じベクトルとみなすことができる。

移動の合成とベクトルの分解

ベクトルは、各方向への移動の合成として考えることもできる。

純粋に「縦」と「横」に分解した場合は直交座標の考え方によく似ているが、必ずしも直交する

方向のベクトルに分解する必要はない。

A

B

「縦」と「横」に分解

A

B

他の分解も考えられる

6.1.2 高次元への対応：数ベクトル

2次元以上の空間内の「移動」を表すには、「縦」と「横」などといった 2方向だけでなく、もっ

と多くの方向への移動量を組み合わせて考える必要がある。

また、4次元を超えてしまうと、矢印の描き方すら想像がつかなくなってしまう。それは、方向と

なる軸が多すぎて、どの方向に進むかを表すのが難しくなるためだ。
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そこで、一旦「向き」の情報を取り除くことで、高次元に立ち向かえないかと考える。

移動を表す矢印は「どの方向に進むか」と「どれくらい進むか」という向きと大きさの情報を持っ

ているが、その「どれくらい進むか」だけを取り出して並べよう。

a1

a2
a

a =
[
a1

a2

]

こうして単に「数を並べたもの」もベクトルと呼ぶことにし、このように定義したベクトルを数

ベクトルという。

数を並べるとき、縦と横の 2通りがある。それぞれ列ベクトル、行ベクトルとして定義する。

� 列ベクトル 数を縦に並べたものを列ベクトルという。

a = [ai] =


a1

a2
...

an



� 行ベクトル 数を横に並べたものを行ベクトルという。

a = [ai] =
[
a1 a2 · · · an

]

単に「ベクトル」と言った場合は、列ベクトルを指すことが多い。

行ベクトルは、列ベクトルを横倒しにしたもの（列ベクトルの転置）と捉えることもできる。



6.1. ベクトルと座標 115

� 転置による行ベクトルの表現

行ベクトルは、列ベクトル aを転置したものとして表現できる。

a⊤ =
[
a1 a2 · · · an

]

6.1.3 ベクトルの和

ベクトルによって数をまとめて扱えるようにするために、ベクトルどうしの演算を定義したい。

ベクトルどうしの足し算は、同じ位置にある数どうしの足し算として定義する。

� ベクトルの和 2つの n次元ベクトル aと bの和を次のように定義する。

a + b = [ai] + [bi] =


a1 + b1

a2 + b2
...

an + bn


i番目の数が aと bの両方に存在していなければ、その位置の数どうしの足し算を考えることはで

きない。

そのため、ベクトルの和が定義できるのは、同じ次元を持つ（並べた数の個数が同じ）ベクトル

どうしに限られる。

移動の合成としてのイメージ

数ベクトルを「どれくらい進むか」を並べたものと捉えると、同じ位置にある数どうしを足し合

わせるということは、同じ向きに進む量を足し合わせるということになる。

たとえば、x軸方向に a1、y軸方向に a2 進んだ場所から、さらに x軸方向に b1、y軸方向に b2 進

む…というような「移動の合成」を表すのが、ベクトルの和である。

平行四辺形の法則

� [ Todo 2: 平行移動しても同じベクトルなので…]
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x

y
a1

a2
b1

b2

a

b
a +

b

a1 + b1

a2 + b2

a

b

a +
b

ベクトルの差：逆向きにしてから足す

�[ Todo 3: irobutsu-linear-algebra 2.1.2 ベクトルの差]

矢に沿った移動で考える

�[ Todo 4: 手持ちの画像を参考に、和と差の両方について書く]

6.1.4 ベクトルのスカラー倍

「どれくらい進むか」を表す数たち全員に同じ数をかけることで、向きを変えずにベクトルを「引

き伸ばす」ことができる。

kaa

ここで向きごとにかける数を変えてしまうと、いずれかの方向に多く進むことになり、ベクトル

の向きが変わってしまう。そのため、「同じ」数をかけることに意味がある。



6.1. ベクトルと座標 117

a1

a2

3a1

3a2

a

3a

a1

a2

3a1

5a2

a

?

そこで、ベクトルの定数倍（スカラー倍）を次のように定義する。

� ベクトルのスカラー倍 n次元ベクトル aの k倍を次のように定義する。

ka = k[ai] =


ka1

ka2
...

kan


6.1.5 一次結合

ベクトルを「引き伸ばす」スカラー倍と、「つなぎ合わせる」足し算を組み合わせることで、ある

ベクトルを他のベクトルを使って表すことができる。

a3

λ1a1

λ2a2

a1

a2

a3 = λ1a1 + λ2a2
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このように、スカラー倍と和のみを使った形を一次結合もしくは線形結合という。

6.1.6 基底：座標を復元する

3次元までのベクトルは、矢印によって「ある点を指し示すもの」として定義できる。

しかし、4次元以上の世界に話を広げるため、ベクトルを単に「数を並べたもの」として再定義し

た。「数を並べたもの」としてのベクトルを、数ベクトルと呼んでいる。

さて、2次元平面や 3次元空間で点を指し示すためのもう一つの概念として、座標がある。

座標は、x軸方向にこのくらい進み、y軸方向にこのくらい進む…というように、「進む方向」と

「進む長さ」によって表現される。

単なる数の並びである数ベクトルでは、「進む方向」については何も記述されていない。32


しかし、「進む方向」を表すベクトル a1, a2 を新たに用意すれば、一次結合によって「進む方向」

と「進む長さ」を持つベクトルを作ることができる。

x = 3a1 + 2a2

x

y

O 3

2
x

(3, 2)

x

y

x

3a1

2a2

a1

a2

(3, 2) x = 3a1 + 2a2

a1と a2のように、座標を復元するために向きの情報を付け加えるベクトルを、基底と呼ぶことに

する。（厳密には「基底」と呼ぶための条件はいろいろあるが、それについては後々解説していく。）
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基底が変われば座標が変わる

先ほどの例では、直交座標による点 (3, 2)をベクトルの一次結合 x = 3a1 + 2a2 で表現するために

a1 と a2 を用意した。

a1を x軸方向の長さ 1のベクトル、a2を y軸方向の長さ 1のベクトルとすれば、a1を 3倍、a2を

2倍して足し合わせることで、点 (5, 4)を指し示すベクトル xを作ることができる。

ここで、一次結合の式 x = 3a1 + 2a2は変えずに、a1と a2を変更すると、xが指し示す点も変わっ

てしまう。

x

y

x

3a1

2a2

a1

a2

x

y

O 6

8
x

(6, 8)

x = 3a1 + 2a2 (6, 8)

このことから、

座標は使っている基底の情報とセットでないと意味をなさない

ものだといえる。

6.1.7 標準基底による直交座標系の構成

座標という数値の組は、使っている基底とセットでないと意味をなさないものである。

逆にいえば、
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「こういう基底を使えば、このようなルールで座標を表現できる」

という考え方もできる。つまり、基底によって座標系を定義するということだ。

前の章で見た例を一般化して考えてみよう。

e1を x軸方向の長さ 1のベクトル、e2を y軸方向の長さ 1のベクトルとすれば、e1を x倍、e2を y

倍して足し合わせたベクトル xe1 + ye2で、2次元直交座標系での点 (x, y)を指し示すことができる。

x

y

O

xe 1
+

ye 2
(x, y)

e1

e2

このとき、e1 と e2 は、各方向の 1目盛に相当する。

これらをまとめて R2上の標準基底と呼び、{e1, e2}と表す。（R2とは、実数の集合である数直線 R

を 2本用意してつくった、2次元平面を表す記号である。）

点 (x, y)を指し示す xe1 + ye2というベクトルは、直交座標による点の表現が「x軸方向の移動」と

「y軸方向の移動」という 2回の移動を行った結果であることをうまく表現している。

直交座標系をベクトルの言葉で言い換えると、

直交座標系は、標準基底である各ベクトル e1と e2を軸として、平面上の点の位置を

標準基底の一次結合の係数 xと yの組で表す仕組み

だといえる。
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t
座標は点の位置を表す数の組のことで、座標系は点の位置を数の組で表すための仕組み（ルー

ル）のことをいう。

基底を変えれば違う座標系を作れる

直交座標系は、標準基底という互いに直交するベクトルを基底に使っていたが、座標系を表現す

るにあたって必ずしも基底ベクトルが直交している必要はない。

座標系を基底ベクトルを使って捉え直しておくと、基底を取り替えることで、目的の計算に都合

のいい座標系を作ることができる。

たとえば、次のように歪んだ空間を記述するための座標系を作ることも可能である。

x

y

O

xa 1+
ya2

(x, y)

a1

a2

6.2 基底にできるベクトルを探す

2次元座標系では、平面上のあらゆる点を表すことができ、それらの点はベクトルで指し示す形で

も表現できる。

基底が「座標系を設置するための土台」となるなら、基底とは、あらゆるベクトルを表すための

材料とみなすことができる。

では、基底として使えるベクトルとは、どのようなベクトルだろうか？

6.2.1 基底とは過不足ない組み合わせ

不十分を考える

2次元座標系を表現するにあたって、必ずしも基底ベクトルが直交している必要はない。
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しかし、平行なベクトルは明らかに基底（座標軸の土台）として使うことはできない。

x
a1

y
a2

x軸と y軸が平行だと、(x, y)の組で平面上の点を表すことはできない。

2次元平面 R2 上の点やベクトルは、2つの方向を用意しないと表せないのだから、基底となるベ

クトルは互いに平行でない必要がある。

無駄を考える

平行な 2つのベクトルは、互いに互いをスカラー倍で表現できてしまう。このようなベクトルの

組は基底にはできない。

a2 = ka1

この平行な 2つのベクトル {a1, a2}に加えて、これらに平行でないもう 1つのベクトル a3 を用意

すれば、a1と a3の一次結合か、a2と a3の一次結合かのどちらかで、平面上の他のベクトルを表

現できるようになる。

しかし、a2は結局 a1のスカラー倍（a1と a3の一次結合の特別な場合）で表現できてしまうのだ

から、「他のベクトルを表す材料」となるベクトルの組を考える上で、a2は無駄なベクトルだとい

える。

2次元平面を表現するには 2本の座標軸があれば十分なように、基底とは、「これさえあれば他の

ベクトルを表現できる」という、必要最低限のベクトルの組み合わせにしたい。

基底の候補の中に、互いに互いを表現できる複数のベクトルが含まれているなら、その中の 1つ

を残せば十分である。

* * *

ここまでの考察から、あるベクトルの組を基底として使えるかどうかを考える上で、「互いに互い

を表現できるか」という視点が重要になることがわかる。

• 互いにスカラー倍で表現できるベクトルだけでは不十分

• 互いに一次結合で表現できるベクトルが含まれていると無駄がある

ベクトルの組の「互いに互いを表現できるか」に着目した性質を表現する概念として、一次従属と一

次独立がある。
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• 一次従属：互いに互いを表現できるベクトルが含まれていること

• 一次独立：互いに互いを表現できない、独立したベクトルだけで構成されていること

6.2.2 一次従属

ベクトルの組を考え、どれか 1つのベクトルがほかのベクトルの一次結合で表せるとき、それら

のベクトルの組は一次従属であるという。

� 一次従属

k個のベクトル ai = {a1, a2, . . . , ak}が一次従属であるとは、少なくとも 1つは 0で

ない k個の係数 ci = {c1, c2, . . . , ck}を用意すれば、それらを使った一次結合を零ベ
クトル 0にできることをいう。

k−1∑
i=1

ciai = c1a1 + c2a2 + · · · + ckak = 0

たとえば、c1 が 0でないとき、一次結合を零ベクトルにできるということは、次のような式変形

ができることになる。

a1 = −
c2
c1

a2 −
c3
c1

a3 − · · · −
ck

c1
ak

つまり、ベクトル a1 をほかのベクトルの一次結合で表せている。

「従属」という言葉を味わう

自分自身をほかのベクトルを使って表現できるということは、ほかのベクトルに依存している（従っ

ている）ということになる。

たとえば、a1と a2の一次結合で表せるベクトル a3は、 この 2つのベクトル a1, a2に従っている

といえる。

a3 = 2a1 + a2

しかし、「a3が a1, a2に従っている」という一方的な主従関係になっているわけではない。その逆

もまた然りである。

なぜなら、次のような式変形もできるからだ。

a2 = a3 − 2a1
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この式で見れば、今度は a2 が a1, a3 に従っていることになる。

このように、一次従属とは、「どちらがどちらに従う」という主従関係ではなく、ベクトルの組の

中での相互の依存関係を表すものである。

6.2.3 一次独立

一次従属は、いずれかのベクトルをほかのベクトルで表現できること、つまり基底の候補として

は無駄が含まれている。そこで、その逆を考える。

互いに互いを表現できるような無駄なベクトルが含まれておらず、各々が独立している（無関係

である）ベクトルの組は一次独立であるという。

� 一次独立

k 個のベクトル ai = {a1, a2, . . . , ak} が一次独立であるとは、k 個の係数 ci =

{c1, c2, . . . , ck} がすべて 0 であるときしか、それらを使った一次結合を零ベクト

ル 0にできないことをいう。

k−1∑
i=1

ciai = c1a1 + c2a2 + · · · + ckak = 0

=⇒ c1 = c2 = · · · = ck = 0

たとえば、係数 c1 が 0でないとすると、

a1 = −
c2
c1

a2 −
c3
c1

a3 − · · · −
ck

c1
ak

のように、a1 をほかのベクトルで表現できてしまう。これでは一次従属である。

ほかの係数についても同様で、どれか 1つでも係数が 0でなければ、いずれかのベクトルをほか

のベクトルで表現できてしまうのである。

このような式変形ができないようにするには、係数はすべて 0でなければならない。

一次独立には、互いに互いを表現できないようにする条件が課されているため、一次独立なベク

トルの組は無駄なベクトルを含まず、基底の候補となり得る。
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6.3 ベクトルが作る空間

ここまで、ベクトルとその演算（和とスカラー倍）を定義し、一次結合によってベクトルを作っ

たり、基底という特別なベクトルによって座標系を構成する例などを見てきた。

一次結合は和とスカラー倍という演算の組み合わせであるから、結局は演算によってベクトルを

自由に表現できるようになったといえる。

ここでは、演算の性質に着目してベクトルの集合を捉え、その中で基底がどのような役割を果た

すのかを整理する。

6.3.1 集合と演算で空間を作る

演算によってベクトルを別なベクトルに変換したり、演算の組み合わせ（一次結合）によって新

たなベクトルを作ったりすることができる。

ベクトルと呼ばれる対象を集めて、さらに演算（和とスカラー倍）を導入することでベクトルか

らベクトルへの行き来を可能にした集合を線形空間（ベクトル空間）という。

線形空間は、ベクトルたちが自由に動き回れるルール付きの“空間”である。

この空間の中では、次のような操作（演算）がきちんと意味を持ってできるようになっている。

• ベクトルどうしを合成する（和）

• ベクトルのスケールを変える（スカラー倍）

そして、これらの演算で作られた新しいベクトルも、この空間の中に入っていることが保証され

ている。演算の結果が想定外にならない、安全な場所である。

Under construction...

1. 線形性と線形空間

2. 一次結合で線形空間を作る

3. 基底が作るもの（基底の厳密な定義）
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6.4 ベクトルの測り方

2つのベクトルがどれくらい似ているかを議論するために、内積という尺度を導入する。

6.4.1 内積：ベクトルの「近さ」を返す関数

内積は、2つのベクトルを引数にとり、その「近さ」を表すスカラー値を返す関数として定義する。

具体的な定義式を知る前に、「近さ」を測る道具として、どのような性質を持っていてほしいかを

整理しておこう。

具体的な定義式は、その性質を満たすように「作る」ことにする。

� 内積の公理

R上の線形空間 V を考え、u, v,w ∈ V, c ∈ Rとする。
2つのベクトルを引数にとり、実数を返す関数 (·, ·) : V × V → Rとして、次の性質
を満たすものを内積という。

対称性 (u, v) = (v,u)

双線形性 1.スカラー倍 (cu, v) = (u, cv) = c(u, v)

双線形性 2.和 (u +w, v) = (u, v) + (w, v), (u, v +w) = (u, v) + (u,w)

正定値性 (u,u) ≥ 0, (u,u) = 0 ⇐⇒ u = 0

対称性

uが vにどれくらい近いか？という視点で測っても、vが uにどれくらい近いか？という視点で

測っても、得られる「近さ」は同じであってほしい、という性質。

双線形性

どちらかのベクトルをスカラー倍してから「近さ」を測りたいとき、元のベクトルとの近さを測っ

ておいて、それを定数倍することでも目的の「近さ」を求められる、という性質。

また、ほかのベクトルを足してから「近さ」を測りたいとき、足し合わせたいベクトルそれぞれに

ついて近さを測っておいて、それを合計することでも目的の「近さ」を求められる、という性質。

これらは、近さを測るという「操作」と「演算」が入れ替え可能であるという、線形性と呼ばれる

性質である。
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2つの引数 u, vのどちらに関しても線形性があるということで、「双」がついている。

正定値性

ベクトルの「近さ」とは、向きがどれくらい近いか、という尺度でもある。

同じ方向なら正の数、逆の方向なら負の数をとるのが自然だと考えられる。

自分自身との「近さ」を測るとき、自分と自分は完全に同じ向きであるから、その「近さ」は正の

数であるはずだ。

自分自身との「近さ」が 0になるようなベクトルは、零ベクトル 0だけである。

6.4.2 内積で表したい「関係の強さ」

内積の公理には含めないが、内積とはどんな量にしたいか？を事前に設計しておくと、後々のイ

メージにも役立つ。

さて、内積とは、2つのベクトルがどれくらい同じ方向を向いているか？という尺度にしたい。

そこで、2つのベクトルの向きに関する視点で、内積のイメージを膨らませてみる。

平行の度合いを内積に反映させる

2つのベクトルが完全に平行なら、それらのベクトルは互いにスカラー倍で表すことができるの

で、互いに依存し合っている。

2つのベクトルが平行に近ければ近いほど、これらは互いに似ていて「関係性の強い」ベクトルだ

といえる。

同方向・逆方向を内積の符号で表す

2つのベクトルが完全に平行で、さらに同じ方向を向いているなら、それらのベクトルは互いに正

の数のスカラー倍で表すことができる。

一方、2つのベクトルが完全に平行で、逆の方向を向いているなら、片方のベクトルはもう片方の

ベクトルを負の数を使ってスカラー倍したものになる。

逆向きのベクトルどうしは、近い方向どころかむしろ「かけ離れた方向を向いている」といえる。

内積が「向きの似ている度合い」なら、「近い方向を向いている」度合いを正の数で、「かけ離れ

た方向を向いている」度合いを負の数で表すのが自然だろう。
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直交するベクトルの内積はゼロとする

「同じ向きに近い」場合と「逆向きに近い」場合が切り替わるのは、2つのベクトルどうしが垂直

なときである。

ならば、内積の正と負が切り替わる境界、すなわち内積が 0になる場合とは、2つのベクトルが直

交する場合にするのが自然といえるのではないだろうか。

実際、完全に垂直な 2つのベクトルは、互いに全く影響を与えない方向を向いている。

2つのベクトルが直交している場合、2つのベクトルは互いに全く関係がないものとして、関係の

強さを表す内積の値は 0にしたい。

6.4.3 標準基底の内積とクロネッカーのデルタ

内積の公理から一般的な内積の定義式を考える前に、まずは単純なベクトルの内積がどのように

振る舞うべきかを考えてみよう。

ここで取り上げる単純なベクトルとは、標準基底である。

標準基底の定義と直交性

標準基底は、座標軸の 1目盛というイメージで捉えられる。数式としては、次のように定義される。

� 標準基底

n次元線形空間 Rnにおいて、i番目の成分が 1で、ほかの成分が 0である n個のベ

クトルを、標準基底と呼ぶ。

e1 =


1
0
...

0

 , e2 =


0
1
...

0

 , · · · , en =


0
0
...

1



実際に座標軸の 1目盛というイメージで描いてみるとわかるように、標準基底どうしは互いに直

交している。

�[ Todo 5: 2次元平面の場合の標準基底の図と数式を横並びで描く]
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標準基底の内積

標準基底のうち、異なる 2つのベクトルどうし（たとえば e1と e2）は直交していることから、そ

の内積は 0として定義しよう。

一方で、標準基底の 1つである同じベクトルどうし（たとえば e1と e1）の内積は、1と定義してし

まうことにする。

1つの標準基底ベクトルは進む長さの 1単位（座標軸上の 1目盛）なのだから、同じ 1つの標準基

底ベクトルどうしの内積も、近さの 1単位としておくと都合がいい。

クロネッカーのデルタを使った表現

ここまで議論した標準基底の内積の定義は、次のように整理できる。

(ei, e j) =

 1 (i = j)

0 (i , j)

ここで、クロネッカーのデルタという記号を、次のように定義しよう。

� クロネッカーのデルタ

δi j =

 1 (i = j)
0 (i , j)

クロネッカーのデルタ記号を使うと、標準基底の内積の定義は、次のように簡潔に表現できる。

� 標準基底の内積

n次元線形空間 Rn において、標準基底 ei, e j の内積を、次のように定義する。

(ei, e j) = δi j

6.4.4 数ベクトルの内積の定義式

内積の公理と、標準基底の内積をもとに、一般的なベクトルの内積の定義式を導き出すことがで

きる。
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まず、任意のベクトル a, b ∈ Rn を、標準基底の一次結合として表そう。

a = a1e1 + a2e2 + · · · + anen =

n∑
i=1

aiei

b = b1e1 + b2e2 + · · · + bnen =

n∑
j=1

b je j

これらの内積を、双線形性を使って展開していく。

まず、和に関する双線形性より、「足してから内積を計算」と「内積を計算してから足す」は同じ

結果になるので、シグマ記号
∑
を内積の外に出すことができる。

また、スカラー倍に関する双線形性より、定数 ai, b j も内積の外に出すことができる。

(a, b) =
( n∑

i=1

aiei,

n∑
j=1

b je j

)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

aib j(ei, e j)

標準基底の内積 (ei, e j)はクロネッカーのデルタ δi j で表せるので、次のように書き換えられる。

(a, b) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aib j(ei, e j)

=

n∑
i=1

n∑
j=1

aib jδi j

ここで、δi j は i , jのとき 0になるので、i = jの項しか残らない。

(a, b) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aib jδi j

=

n∑
i=1

aibiδii

δii は常に 1なので、最終的に次のような式が得られる。

(a, b) =
n∑

i=1

aibi
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� 数ベクトルの内積

n次元線形空間 Rn において、数ベクトル a, bの内積を次のように定義する。

(a, b) =
n∑

i=1

aibi

数ベクトルの同じ位置にある数どうしをかけ算して、それらを足し合わせる、という形になって

いる。

6.4.5 内積のさまざまな表記

内積の記法はいくつかあり、それぞれ異なる見方を表現したものになっている。

• (a1, a2)：2つのベクトルを引数にとる関数

• a⊤1 a2：行列の積の定義を使った記法

• ⟨a1 | a2⟩：ブラケット記法

a⊤1 a2 という表記については、のちに行列の積を定義する際にまた述べるとする。

⟨a1 | a2⟩というブラケット記法は、抽象的な対象をベクトルとして考える上で便利である。次章で、

この表記の解釈を見ていこう。

6.4.6 ブラケット記法

1. ブラとケット

2. 状態と観測装置
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6.4.7 ノルム：自分自身の大きさ

6.4.8 ノルムを使った距離の表現

6.4.9 描けない角度の定義

6.4.10 射影：ベクトルの「影」

6.5 ベクトルの直交性

1. ベクトルの直交の定義

2. 直交基底の一次結合の係数

3. シュミットの直交化法

4. 直交化で余分なベクトルを削る

6.6 ベクトルの外積

1. 外積

2. レヴィ・チビタ記号

3. 内積と外積の公式

6.7 行列と線形写像

1. 行列の定義と意味

2. 行列の積

3. 転置による内積の表記

4. 線形写像

5. 線形変換

6. 逆行列
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6.8 行列と連立方程式

1. 行列の基本変形

2. ...

6.9 行列式

1. 行列式

2. ヤコビアン

3. 余因子





Chapter 7

多変数関数

Under construction...
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Chapter 8

複素数と複素関数

8.1 虚数の導入

8.1.1 x2 = −1の解は存在するか？

「負の数と負の数をかけたら正の数になる」というのが、中学校で初めて数学の門を叩いて真っ先

に学ぶ事実である。

(−1) × (−1) = 1

方程式の言葉で書けば、x2 = 1の解の一つは x = −1となる。（もう一つの解は x = 1だ。）

では、次の方程式の解は考えられるだろうか？

x2 = −1

x2 ということは、同じ数 xどうしをかけて −1にならなければならない。

とはいえ、正の数どうしをかけても正の数になるし、負の数どうしをかけても正の数になる。

つまり、このような xは「存在しない」ということになる。

しかし、このような方程式の解が存在した方がありがたいと考えた人もいた。（私たちもこの先、

その有り難さを知ることになる。）

「負の数と負の数をかけたら正の数になる」というこれまでの数の体系を壊さずに、x2 = −1が成
り立つような数を新たに考えよう、という話が始まる。

137
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8.1.2 回転で捉える数直線の拡張

これまでの数の体系である実数は、すべて数直線上に存在していた。

R
−1 0 1

x2 = −1の解となる xは、少なくともこの数直線上には存在しない。

ならば、数の体系を平面に拡張して考えてみよう。

まずは、平面というスケールに飛び出して (−1) × (−1) = 1を考えてみる。

1 × (−1) × (−1) = 1

と書き直すと、「−1を 2回かけたら 1に戻る」ということがいえる。

図示すると、次のようなことが起こっていると考えられないだろうか？

×(−1)

×(−1)

R
1−1 0

「−1をかける」という操作を、平面上の 180度回転と捉える。

すると、2回かけて −1になる数（x2 = −1の解）は、180度回転の中間に位置する数と考えること

ができる。
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×?×?

R
1−1 0

?

このような方向性で拡張した数を複素数といい、?にあたる数は虚数 iと呼ぶことにする。

×i×i

R

Ri

1−1 0

i

8.1.3 虚数の定義

前節での話を踏まえて、新たな数を次のように定義する。
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� 虚数 方程式 x2 = −1の解の一つを虚数と呼び、iと表す。

これで、x2 = −1の解を、次のように記述できるようになった。

� x2 = −1の解 方程式 x2 = −1の解は、x = iと x = −iの 2つ存在する。

8.2 複素数の表現

8.2.1 複素数と複素平面

前章では、数直線上の 1から 90度回転したところに、虚数 iという数が存在するという考え方を

導入した。

このような平面において、実数が存在する軸（お馴染みの数直線）を実軸 Re、虚数が存在する軸

を虚軸 Imと呼ぶことにする。

Re

Im

1−1

i

−i

O

では、実軸上にも虚軸上にもない、平面上の点に位置する数は、どう表せばよいだろうか？

平面上の点をベクトル（矢印）で表す考え方を流用して、次のように考えてみる。



8.2. 複素数の表現 141

Re

Im

O a

b

a

bi
a + bi

a + bi

aというベクトルは実軸上の単位ベクトル 1を a倍したもの、biというベクトルは虚軸上の単位ベ

クトル iを b倍したものと考え、平面上の任意の数はそれらのベクトルの和の形で表す。

このとき、aを実部、bを虚部と呼び、a + biの形で表した数を複素数という。

� 複素数

iを虚数単位、a, bを実数とし、次の形で表される数を複素数という。

a + bi

このとき、aを実部、bを虚部と呼ぶ。

b = 0であるとき、複素数 a+ biは実数 aとなるので、複素数は実数を含む数の体系（実数の拡張）

となっている。

また、数直線の拡張として考えてきた平面は、平面上の各点が複素数に対応するので、複素平面

と呼ばれる。

数直線が実数の集合を表すのに対し、複素平面は複素数の集合を表す。

� 複素平面 複素数の実部を横軸、虚部を縦軸にとった平面を複素平面と呼ぶ。
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Re

Im

O a

b
a + bi

複素平面において、実軸を Re、虚軸を Imと表記しているのは、複素数の実部（Real Part）と虚

部（Imaginary Part）をそれぞれの軸で表しているからである。

8.2.2 複素数の絶対値と偏角

複素数を複素平面上のベクトルとして捉えることで、複素数に幾何学的な意味を持たせることが

できる。

そして最終的には、−1をかける操作が 180度回転であることや、iをかける操作が 90度回転であ

ることの一般化として、複素数のかけ算に複素平面上の回転という解釈を与える。

そのための準備として、まずは複素数に関する「長さ」と「角」を定義しよう。

複素数の「長さ」

実数における絶対値は、数直線上の原点 0からその数までの距離を表していた。

複素数の絶対値も、同じように「原点からの距離」として定義する。
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O a

b

a

b√ a2
+

b2
z = a + bi

Re

Im

� 複素数の絶対値

複素平面において、原点から複素数 z = a + biまでの距離を複素数 zの絶対値と定

義する。

この距離は三平方の定理から求められ、|z|と表す。

|z| =
√

a2 + b2

複素数の「回転角」

ここで、複素数 zが 0でなければ、原点 Oから zまでを結ぶベクトルと、実軸 Reの正の向きとの

なす角 θを考えることができる。
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O a

b

|z|

θ

z = a + bi

Re

Im

� 複素数の偏角

0でない複素数 zに対して、複素平面上の原点 Oから複素数 zまでを結ぶベクトル

と、実軸の正の向きとのなす角 θを、複素数 zの偏角と呼び、次のように表す。

arg z = θ

ここで、θを整数回 2πシフトさせても（何周回転させても）、同じ複素数 zの位置に戻ってくる。

つまり、1つの複素数 zに対して偏角の値は複数考えられるので、それが困る場合には、主値と呼

ばれる代表値を使うことにする。

� 偏角の主値

複素数 zの偏角のうち、0 ≤ θ ≤ 2π、もしくは −π < θ ≤ πの範囲にある偏角を主

値と呼び、次のように表す。

Arg z = θ
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8.2.3 複素数の極形式

複素数が持つ「長さ」と「角」を定義したところで、それらを使って 1つの複素数を表現できない

か？ということを考える。

O a

b

θ

z

Re

Im

r cos θ

r sin θ
r

複素数 z = a + biの絶対値を r、偏角を θとすると、

a = r cos θ

b = r sin θ

となり、複素数 zは絶対値と偏角を使った表示（極形式）に置き換えることができる。

� 極形式

複素数 zは、その絶対値 rと偏角 θを用いて次のように表すことができる。

z = r(cos θ + i sin θ)

絶対値を「半径」、偏角を「回転角」とみなし、それらを使って複素数を表現できたことで、複素

数と回転との関係についても調べる準備が整った。
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8.3 複素数の演算

ベクトルとの対応や極形式をもとに、複素数の演算を定義していこう。

8.3.1 複素数の和と差

複素数の和・差は、ベクトルの和・差と同じように定義される。

� 複素数の和と差

複素数 z = a + bi,w = c + diについて、zと wの和（差）を次のように定義する。

z ± w = (a ± c) + (b ± d)i

つまり、実部同士・虚部同士の足し算（引き算）を行えばよい。

実部同士を足したものが実部になり、虚部同士を足したものが虚部になる。

この定義は、実部と虚部を並べたベクトルの和（差）と一致している。

ab
 ±

c

d

 =
a ± c

b ± d


8.3.2 複素数の積

複素数の積は、ベクトルの演算から定義をそのまま流用することはできない。（そもそも、ベクト

ルの積とは何か？という問題になる。）

複素数のかけ算で成り立っていてほしい性質は、−1をかける操作が 180度回転であることや、iを

かける操作が 90度回転であることだ。

というわけで、複素数の積は回転を表すものとして定義したい。

回転行列から定義を探る

複素数 z = a + biの実部と虚部を並べたベクトル
( a

b
)
を、原点を中心に θだけ回転させたベクトル

は、2次元の回転行列を左からかけた形で次のように表せる。

cos θ − sin θ

sin θ cos θ


ab

 =
a cos θ − b sin θ

a sin θ + b cos θ
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ここで、絶対値が 1、偏角が θである複素数 w = c + diの実部と虚部は、

c = cos θ

d = sin θ

と表せるから、これらを使って回転行列を書き直してみる。

c −d

d c


ab

 =
ac − bd

ad + bc


これは、複素数 z = a + biの実部と虚部を並べたベクトルを、複素数 w = c + diの実部と虚部だけ

を使って回転させたものと捉えられる。

つまり、zに wをかけることで zを回転させたいのなら、zと wの積を

zw = (ac − bd) + (ad + bc)i

と考えればよいのではないだろうか。

� 複素数の積

複素数 z = a + bi,w = c + diについて、zと wの積を次のように定義する。

zw = (ac − bd) + (ad + bc)i

ここでは、回転行列を経由して、回転としての複素数の積の定義を探ってみたが、実は 2つの複

素数の積を展開して実部と虚部をまとめるだけで、まったく同じ式が得られる。

i2 = −1

zw = (a + bi)(c + di)

= ac + adi + bci + bdi2

= ac + adi + bci − bd

= (ac − bd) + (ad + bc)i

単純な式展開によって得られる定義と、回転行列によって妥当だと思えた定義が一致するのは、と

ても不思議なことではないだろうか。
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このように、複素数の積は自然と回転を表すものになっている。

8.3.3 複素数の商

Under construction...

8.3.4 共役複素数

Under construction...

� 共役複素数

複素数 z = x + iyに対して，その共役複素数 zを次のように定義する。

z B x − iy

Re

Im

O x

y

−y

θ

−θ

r

r

z = x + iy

z = x − iy

� 共役複素数と絶対値
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複素数 zとその共役複素数 zの積は、zの絶対値の二乗に等しい。

zz = |z|2

Proof: 共役複素数と絶対値

複素数 z = x + iyとその共役複素数 z = x − iyの積を計算する。

zz = (x + iy)(x − iy)

= x2 − ixy + ixy − i2y2

= x2 + y2

= |z|2

8.4 オイラーの公式

Im

Re

z(t
) =

Ae
iωt

ωt

t [s]

Im

ωt

TT

2T2T

y(t) = A sin(ωt)

t [s]

Re

ωt

T

2T
x(t) = A cos(ωt)

t [s]

Im

Re





Chapter 9

フーリエ解析

9.1 波の2つの捉え方

波は 2つの捉え方ができる。

• 空間的に捉える波：波の形そのもの

• 時間的に捉える波：波の振動

9.1.1 空間的に捉える波

波とは、一定の間隔で同じ形が繰り返されるものである。

空間的に捉える波は、まさにその波の形そのもので、波の形を位置 xの関数として表す。

� 波長 波を構成する最小パターンの幅を波長と呼び、λで表す。

� 周期関数 次の式を満たす関数 f (x)を、周期 λの周期関数という。

f (x + λ) = f (x)

151
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� 波数 2πの長さに含まれる、波の最小パターンの数を波数という。

k =
2π
λ

9.1.2 時間的に捉える波

波を時間軸から見たとき、波を構成する最小パターンは幅ではなく時間である。

その最小パターンを周期と呼ぶ。

周期は、波を時間軸から見たときの「波長」の言い換えともいえる。

� 周期 波が 1回振動するのにかかる時間を周期と呼び、T で表す。

� 周期関数 次の式を満たす関数 f (t)を、周期 T の周期関数という。

f (t + T ) = f (t)

� 周波数（振動数）

単位時間に含まれる、波の最小パターンの数を周波数という。

ν =
1
T

これは、単位時間に何回振動するかを表すため、振動数とも呼ばれる。
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9.2 角周波数と正弦波

� 角周波数 動径が単位時間内に進む角を角周波数と呼び、ωで表す。

� 任意の時間における動径

時間が tだけ経過したときの動径 θは、角周波数 ωを使って次のように表すことが

できる。

θ = ωt

sin θや cos θは、θ = ωtの関係を用いると、動径 θではなく角周波数ωの関数とみることができる。

� 正弦波 sinωtや cosωtを、角周波数 ωの正弦波と呼ぶ。

9.2.1 角周波数と振動数の関係

円の 1周は 2πであり、単位時間あたりに進む円周は角周波数 ωである。

（角周波数は「角」の大きさとして定義したが、弧度法のおかげで、「円周」の長さとしても捉えられる。）

ここで、単位時間あたりに進む円周 ωは、1周 2πのうちのどれくらいだろうか？

その答えは、ωを「1周あたりの量」2πで割ったものになる。

� 角周波数と円周の関係

角周波数 ωで動径が回転するとき、その動径は単位時間に

ω

2π
だけ円を回ることになる。

ここで、三角関数は円関数とも呼ばれるように、円の 1周は三角関数の 1振動に対応する。
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振動を円周上の回転として表す三角関数のおかげで、「どれくらい回るか？」を「どれくらい振動

するか？」とみることができる。

つまり、動径が単位時間に
ω

2π
だけ回転するということは、単位時間に

ω

2π
だけ振動するというこ

とだ。

� 角周波数と振動数の関係

角周波数を ωとすると、振動数 νは次のように表せる。

ν =
ω

2π

9.2.2 角周波数と周期の関係

ここまでで、振動数 νは 2通りの表し方ができることがわかった。

• ν =
1
T
（周波数：単位時間に含まれる、最小波の時間幅）

• ν =
ω

2π
（振動数：単位時間に含まれる、振動の回数）

この 2式を組み合わせて、次のような関係が得られる。

ω = 2πν =
2π
T

� 角周波数と周期の関係

角周波数を ω、周期を T とすると、次のような関係が成り立つ。

ω =
2π
T

9.3 偶関数と奇関数

sin関数と cos関数は、どちらも正弦波と呼ばれるが、その性質は異なる。

sinは奇関数であり、cosは偶関数である。

この違いが、後に議論するフーリエ級数展開においても重要な役割を果たす。
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9.3.1 偶関数と奇関数は異なる対称性を持つ

� 偶関数

グラフが y軸に対して対称な関数を偶関数と呼ぶ。

偶関数は、任意の xに対して次の関係が成り立つ関数として定義される。

f (−x) = f (x)

� 奇関数

グラフが原点に対して対称な関数を奇関数と呼ぶ。

奇関数は、任意の xに対して次の関係が成り立つ関数として定義される。

f (−x) = − f (x)

x

y

偶関数: f (−x) = f (x)

x

y

奇関数: f (−x) = − f (x)

1つの関数が、この両方の性質を持つことはない。

つまり、偶関数であり奇関数でもある関数は存在しない。
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9.3.2 積に関する性質

� 偶関数と奇関数の積 偶関数と奇関数の積は、奇関数となる。

Proof: 偶関数と奇関数の積

f (x)を奇関数、g(x)を偶関数とすると、

両辺 −1倍して両辺入れ替え
f (x)g(x) = − f (−x)g(−x)

f (−x)g(−x) = − f (x)g(x)

となり、引数を −1倍すると符号が反転するため、 f (x)g(x)は奇関数である。

� 奇関数どうしの積 奇関数と奇関数の積は、偶関数となる。

Proof: 奇関数どうしの積

f (x), g(x)を奇関数とすると、

f (x)g(x) = − f (−x) · {−g(−x)}

= f (−x)g(−x)

となり、引数を −1倍しても符号がそのままなので、 f (x)g(x)は偶関数である。

� 偶関数どうしの積 偶関数と偶関数の積は、偶関数となる。

Proof: 偶関数どうしの積

f (x), g(x)を偶関数とすると、

両辺入れ替え
f (x)g(x) = f (−x)g(−x)

f (−x)g(−x) = f (x)g(x)
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となり、引数を −1倍しても符号がそのままなので、 f (x)g(x)は偶関数である。

9.3.3 和に関する性質

� 奇関数どうしの和 奇関数と奇関数の和は、奇関数となる。

Proof: 奇関数どうしの和

f (x), g(x)を奇関数とすると、

両辺 −1倍して両辺入れ替え

f (x) + g(x) = − f (−x) − g(−x)

= −{ f (−x) + g(−x)}

f (−x) + g(x) = −{ f (x) + g(x)}

となり、引数を −1倍すると符号が反転するため、 f (x) + g(x)は奇関数である。

� 偶関数どうしの和 偶関数と偶関数の和は、偶関数となる。

Proof: 偶関数どうしの和

f (x), g(x)を偶関数とすると、

f (x) + g(x) = f (−x) + g(−x)

となり、引数を −1倍しても符号がそのままなので、 f (x) + g(x)は偶関数である。
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9.3.4 偶関数・奇関数の積分

� 偶関数の積分公式

原点に関して対称な区間 −a ≤ x ≤ aにおいて、 f (x)が偶関数なら、次の式が成り

立つ。 ∫ a

−a
f (x)dx = 2

∫ a

0
f (x)dx

x

y

a−a O

� 奇関数の積分公式

原点に関して対称な区間 −a ≤ x ≤ aにおいて、 f (x)が奇関数なら、次の式が成り

立つ。 ∫ a

−a
f (x)dx = 0

x

y

O a−a
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9.4 直交関数系としての三角関数

sinは奇関数であり、cosは偶関数であることから導かれる、sinと cosの重要な性質がある。

9.4.1 関数の内積と直交関数系

ベクトルの内積は、次のように定義されていた。

a · b =
n∑

i=1

aibi

ここで、離散的な和
∑
を、連続的な足し合わせ

∫
に置き換えることで、この内積の定義を関数に

拡張する。

⟨ f , g⟩ =
∫ b

a
f (x)g(x)dx

このように拡張して定義された関数の内積は、ベクトルの内積と同様の性質を持つことが知られ

ている。

� 関数の内積

2つの関数 f (x)と g(x)の内積を以下のように定義する。∫ b

a
f (x)g(x)dx

ベクトルの内積では、「2つのベクトルが直交しているとき、その内積は 0になる」という性質が

あった。内積が 0というのは、「互いに共通な成分を一切持たない」ということであり、図形的に

は 2つのベクトルのなす角が直角であることを意味していた。

関数の内積においても、「異なる関数どうしの内積が 0であれば、2つの関数は直交している」と

表現しよう。

� 関数の直交性

関数が直交しているとは、自身以外との内積が 0であることをいう。

そして、互いに直交する関数の集合は、直交関数系と呼ばれる。
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� 直交関数系

関数の集合 { fn(x)}が直交関数系であるとは、任意の n , mに対して∫ b

a
fn(x) fm(x)dx = 0

が成り立つことをいう。

直交関数系は、基底としての役割も果たす。

直交しているベクトルを基底ベクトルとして使うことで、基底ベクトルの一次結合で他のベクト

ルを表現できるのと同じように、直交関数系を使うことで、関数を「直交基底関数の一次結合」と

して表現できる。

9.4.2 sinと cosの直交性

1、sin、cosという 3つの関数は、直交関数系をなすことが知られている。

実際に内積を計算することで、その事実を確認してみよう。

sinどうしの内積

� sinどうしの内積 m、nを正の整数とするとき、次の式が成り立つ。∫ 2π

0
sin mx sin nx dx =

 π (m = n)

0 (m , n)

cosどうしの内積

� cosどうしの内積 m、nを正の整数とするとき、次の式が成り立つ。∫ 2π

0
cos mx cos nx dx =

 π (m = n)

0 (m , n)
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sinと cosの内積

� sinと cosの内積 m、nを正の整数とするとき、次の式が成り立つ。∫ 2π

0
sin mx cos nx dx = 0

1どうしの内積

� 1どうしの内積 m、nを正の整数とするとき、次の式が成り立つ。∫ 2π

0
dx = 2π

9.5 フーリエ級数

9.5.1 そもそも級数とは

� 級数展開

ある関数 f (x)を、より基本的な関数系

{φ0(x), φ1(x), φ2(x), . . . }

を使って、次のような級数で表すことを級数展開という。

f (x) =
∞∑

n=0

cnφn(x)

級数展開は、近似や性質の分析に役立つ。
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代表的な級数展開：マクローリン展開

f (x)が無限回微分可能なとき、 f (x)は多項式関数 {x0, x1, x2, . . . }を使って級数展開できる。

f (x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n!

xn

このような級数展開をマクローリン展開という。

代表的な級数展開：フーリエ級数展開

f (x)が特定の条件を満たすとき、 f (x)は三角関数を使って級数展開できる。

このような級数展開をフーリエ級数展開といい、これからの議論の対象となる。

9.5.2 有限区間で定義された関数のフーリエ級数展開

� 有限区間で定義された関数のフーリエ級数展開

−T
2
≤ t ≤ T

2
（区間幅 T の有限区間）で定義された関数 f (t)について、

f (t) =

フーリエ級数展開

a0 +

∞∑
n=1

{
an cos

(
2πnt

T

)
+ bn sin

(
2πnt

T

)}

が成り立つとしたら、フーリエ係数 a0, an, bn は次のようになる。

a0 =
1
T

∫ T
2

− T
2

f (t)dt

an =
2
T

∫ T
2

− T
2

f (t) cos
(
2πnt

T

)
dt

bn =
2
T

∫ T
2

− T
2

f (t) sin
(
2πnt

T

)
dt
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9.5.3 フーリエ級数展開の周期関数への拡張

元の関数 f (t)には区間の制限を設けていたが、フーリエ級数を構成する三角関数は、無限区間で

定義されている。

そして、三角関数は、区間幅 T だけずらしても同じ値をとる、周期 T の周期関数である。

つまり、特定の区間内の関数 f (t)の形を、無限区間内で T ずつずらしていっても、それを表現す

るフーリエ級数の式は変わらない。

関数 f (t)が、区間の制限をなくしても同じ形を繰り返すだけ（周期関数）であれば、先ほどのフー

リエ級数展開がそのまま成り立つことになる。

� 周期関数のフーリエ級数展開

周期 T の周期関数 f (t)について、

f (t) =

フーリエ級数展開

a0 +

∞∑
n=1

{
an cos

(
2πnt

T

)
+ bn sin

(
2πnt

T

)}

が成り立つとしたら、フーリエ係数 a0, an, bn は次のようになる。

a0 =
1
T

∫ T
2

− T
2

f (t)dt

an =
2
T

∫ T
2

− T
2

f (t) cos
(
2πnt

T

)
dt

bn =
2
T

∫ T
2

− T
2

f (t) sin
(
2πnt

T

)
dt

9.5.4 不連続点におけるフーリエ級数の値

次のような矩形波 f (t)では、t =
T
n
が不連続な点となる。

f (t) =

 0 (−π ≤ t < 0)

1 (0 ≤ t < π)
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y

t [s]
−T
2
−T
2

TTT
2
T
2

3
T
2

3
T
2

2T2T
5

T
2

5
T
2

A

−A

O

この関数をフーリエ級数展開し、k項までの和を求めた結果が、sk のような波形となる。

y

t [s]

s1

s3

s5

s7

T 2T

A

−A

O

kが大きくなるほど、sk は元の矩形波 f (t)に近づいていることがわかる。

ここで、元の関数の不連続点である t =
T
n
において、sk は不連続点を通過している。

例えば、t = 0において、t = 0より左側では −Aに近い値、右側では Aに近い値をとる。

• t = 0に右から近づいていくと、sk は Aに近づいていく（右極限は A）

• t = 0に左から近づいていくと、sk は −Aに近づいていく（左極限は −A）

そして、t = 0において、sk は Aと −Aの間の値（原点）を通過している。

一般に、不連続となる tにおいて、フーリエ級数展開の値は、その点での左右の極限値の平均値と

なる。

� 不連続点におけるフーリエ級数の収束

f (t)が t = aで不連続のとき、フーリエ級数の値は左極限 f (a− 0)と右極限 f (a+ 0)

の平均値に収束する。

lim
t→a

sk(t) =
f (a − 0) + f (a + 0)

2

9.5.5 フーリエ級数展開の意味

フーリエ級数展開の式は、

• 1の係数が a0
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• cos
(
2πnt

T

)
の係数が an

• sin
(
2πnt

T

)
の係数が bn

となっていた。

フーリエ級数展開は、次の基本関数系を使った級数展開といえる。

{
1, cos

(
2πnt

T

)
, sin

(
2πnt

T

)}
ここで、

REVIEW

sinωtや cosωtは、角周波数 ωの正弦波と呼ばれる

ことを思い出すと、フーリエ級数展開を構成する基本関数系は、角周波数 ωn =
2πn
T
の正弦波で

ある。

（1は cos
2πnt

T
における、n = 0の場合だと考えることができる。）

つまり、フーリエ級数展開は、関数 f (t)を角周波数 ωn の正弦波に分解することである。

t [s]

y

TT

2T2T
時間の世界（連続的）

bn

fn
[ 1
s

]

周波
数の
世界
（離
散的
）

11
T9

T7
T5

T3
T1

T

関数 f (t)がどのような周波数成分で構成されているか？を解き明かすのがフーリエ級数展開で、

フーリエ係数は時間領域から周波数領域へのマッピングの役割を果たしている。

9.5.6 フーリエ級数展開のさまざまな表現式

フーリエ級数展開の式は、文献によって異なるいくつかの形で表現される。
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定数項をまとめた表現

定数項 a0 を、an の n = 0の場合として考えることができる。

その場合、フーリエ級数展開は次のように表される。

� フーリエ級数展開（フーリエ係数を整理した表現）

周期 T の周期関数 f (t)について、

f (t) =

フーリエ級数展開

a0

2
+

∞∑
n=1

{
an cos

(
2πnt

T

)
+ bn sin

(
2πnt

T

)}

が成り立つとしたら、フーリエ係数 an, bn は次のようになる。

an =
2
T

∫ T
2

− T
2

f (t) cos
(
2πnt

T

)
dt

bn =
2
T

∫ T
2

− T
2

f (t) sin
(
2πnt

T

)
dt

角周波数を使った表現

角周波数 ω0 =
2π
T
を使って、フーリエ級数展開の式を書き換えることもできる。

� フーリエ級数展開（角周波数を使った表現）

周期 T の周期関数 f (t)について、角周波数 ω0 を用いて、

f (t) =

フーリエ級数展開

a0 +

∞∑
n=1

(an cosω0nt + bn sinω0nt)
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が成り立つとしたら、フーリエ係数 a0, an, bn は次のようになる。

a0 =
1
T

∫ T
2

− T
2

f (t)dt

an =
2
T

∫ T
2

− T
2

f (t) cosω0ntdt

bn =
2
T

∫ T
2

− T
2

f (t) sinω0ntdt

区間を 0始まりにずらした表現

有限区間 −T
2
≤ t ≤ T

2
で定義された関数のフーリエ級数展開を考えてきたが、その有限区間は区

間幅が T であればなんでもよい。

特に、0 ≤ t ≤ T で定義された関数のフーリエ級数展開を考えることも多い。

区間を変えても、周期関数への拡張は同様の議論により成り立ち、次のことがいえる。

� フーリエ級数展開（積分区間を 0始まりにした表現）

周期 T の周期関数 f (t)について、

f (t) =

フーリエ級数展開

a0 +

∞∑
n=1

{
an cos

(
2πnt

T

)
+ bn sin

(
2πnt

T

)}
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が成り立つとしたら、フーリエ係数 a0, an, bn は次のようになる。

a0 =
1
T

∫ T

0
f (t)dt

an =
2
T

∫ T

0
f (t) cos

(
2πnt

T

)
dt

bn =
2
T

∫ T

0
f (t) sin

(
2πnt

T

)
dt

このフーリエ係数の式は、区間 −T
2
≤ t ≤ T

2
の場合の式を平行移動＋置換積分することで示される。

9.5.7 奇関数のフーリエ級数（フーリエ正弦級数）

f (t)が奇関数の場合、それを表現するフーリエ級数には、奇関数しか入らない。

奇関数と奇関数の和が奇関数になることから、そう予想できる。

偶関数 cosの項が消え、奇関数 sinの項だけが残ることを確かめるため、各フーリエ係数を計算し

てみよう。

定数項 a0

原点に対して対称な範囲での奇関数の積分は 0になるから、

a0 =
1
T

∫ T
2

− T
2

奇

f (t) dt

= 0

cosの項の係数 an

∫
の中身を見ると、奇関数と偶関数の積は奇関数になるので、積分結果は 0になる。
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an =
2
T

∫ T
2

− T
2

奇

奇

f (t)

偶

cos
(
2πnt

T

)
dt

= 0

sinの項の係数 bn∫
の中身を見ると、奇関数と奇関数の積は偶関数になるので、

REVIEW

偶関数の積分公式 ∫ a

−a
f (x)dx = 2

∫ a

0
f (x)dx

を使って計算する。

bn =
2
T

∫ T
2

− T
2

偶

奇

f (t)

奇

sin
(
2πnt

T

)
dt

=
2
T
· 2

∫ T
2

0
f (t) sin

(
2πnt

T

)
dt

=
4
T

∫ T
2

0
f (t) sin

(
2πnt

T

)
dt

まとめ：フーリエ正弦級数

以上より、a0、an は 0になるため、奇関数のフーリエ級数は、sinの項だけで表現される。

奇関数のフーリエ級数は、フーリエ正弦級数と呼ばれる。

� フーリエ正弦級数
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周期 T の周期関数 f (t)が奇関数であり、

f (t) =

フーリエ正弦級数

∞∑
n=1

bn sin
(
2πnt

T

)

が成り立つとしたら、フーリエ係数 bn は次のようになる。

bn =
4
T

∫ T
2

0
f (t) sin

(
2πnt

T

)
dt

9.5.8 偶関数のフーリエ級数（フーリエ余弦級数）

f (t)が偶関数の場合、それを表現するフーリエ級数には、偶関数しか入らない。

偶関数と偶関数の和が偶関数になることから、そう予想できる。

奇関数 sinの項が消え、偶関数 cosの項だけが残ることを確かめるため、各フーリエ係数を計算し

てみよう。

定数項 a0

偶関数の積分公式を使って計算する。

a0 =
1
T

∫ T
2

− T
2

偶

f (t) dt

=
1
T
· 2

∫ T
2

0
f (t)dt

=
2
T

∫ T
2

0
f (t)dt

cosの項の係数 an

∫
の中身を見ると、偶関数と偶関数の積は偶関数になるので、偶関数の積分公式を使って計算する。
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bn =
2
T

∫ T
2

− T
2

偶

偶

f (t)

偶

cos
(
2πnt

T

)
dt

=
2
T
· 2

∫ T
2

0
f (t) cos

(
2πnt

T

)
dt

=
4
T

∫ T
2

0
f (t) cos

(
2πnt

T

)
dt

sinの項の係数 bn∫
の中身を見ると、偶関数と奇関数の積は奇関数になるので、積分結果は 0になる。

bn =
2
T

∫ T
2

− T
2

奇

偶

f (t)

奇

sin
(
2πnt

T

)
dt

= 0

まとめ：フーリエ余弦級数

以上より、bn は 0になるため、偶関数のフーリエ級数は、cosの項だけで表現される。

偶関数のフーリエ級数は、フーリエ余弦級数と呼ばれる。

� フーリエ余弦級数

周期 T の周期関数 f (t)が偶関数であり、

f (t) = a0 +

フーリエ余弦級数

∞∑
n=1

an cos
(
2πnt

T

)
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が成り立つとしたら、フーリエ係数 a0, an は次のようになる。

a0 =
2
T

∫ T
2

0
f (t)dt

an =
4
T

∫ T
2

0
f (t) cos

(
2πnt

T

)
dt
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Chapter 10

線形システム

10.1 システムの線形性

� 線形性の 1つの解釈 システムにおいて、次のような性質を線形性という。

1. 倍の刺激があれば、倍の反応が生まれる

2. 2つの刺激があれば、それぞれが独立して反応する
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Chapter 11

ε − δ論法による無限の記述

ここまでのこの本では、極限というものを厳密に定義していなかった。また、微分と積分におい

て、イメージで導出できることを最重視し、厳密な議論を避けた箇所が多くある。

厳密には、極限は ε− δ論法によって定義され、微分積分の基礎理論は極限の議論に基づいている。

ε − δ論法に踏み込んでいない私たちは、極限というものを語る言葉をまだ持ち合わせていない。

11.1 数列の極限

微分を定義するには関数の極限を考えるが、関数の極限の諸性質は、数列の極限から導かれる。

まずは、ε − δ論法（数列の場合は ε − N 論法とも呼ばれる）によって数列の極限を定義し、その

性質をひとつひとつ確かめていこう。

11.1.1 εで「一致」をどう表現するか

「限りなく近づく」という表現では、「限りなく」の部分に無限という概念が含まれてしまう。

有限の値 εを使って、無限を表現しようとするのが ε − δ論法である。

* * *

ε − δ論法で極限を定義する前に、有限値 εを使った議論の例を見てみよう。

179
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� 有限値 εの不等式による一致の表現

a、bを実数とするとき、任意の ε > 0に対して、次のことがいえる。

|a − b| < ε =⇒ a = b

実数は連続である（数直線には穴がない）ため、aと bが異なる実数であれば、aと bの間には無

数の実数が存在する。

つまり、aと bが異なる限り、その間の距離 |a − b|は絶対に 0にはならない。

R
a bx

|a − b|

R
a bx

|a − b|

R
a bx

|a − b|

|a − b|が 0にならないということは、ここでも実数の連続性によって、|a − b|より小さい実数が存

在してしまう。

たとえば、aと bの間の中点 x =
|a − b|

2
は、|a − b|よりも小さい。

t
aと bの間の中点というと

a − b
2
だが、正の数 εと比較するため、絶対値をつけて

|a − b|
2
と

している。

|a − b|より小さい実数が存在してしまうと、「任意の」ε > 0に対して、|a − b| < εを成り立たせる

ことができない。

εはなんでもよいのだから、|a − b|より小さい実数を εとして選ぶこともできてしまう。
しかし、|a − b|より小さい実数を εとしたら、|a − b| < εは満たされない。

|a−b|が 0でないという状況下では、あらゆる実数 εより |a−b|を小さくすることは不可能である。
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したがって、|a − b| < εを常に成り立たせるなら、|a − b| = 0、すなわち a = bとなる。

* * *

ここまでの考察から直観を取り除いて、この定理の数学的な証明をまとめておこう。

Proof: 有限値 εの不等式による一致の表現

a , bと仮定する。

ε0 =
|a − b|

2
とおくと、絶対値 |a − b|が正の数であることから、ε0 も正の数となる。

よって、|a − b| < ε0 が成り立つので、

両辺 ×2
|a − b| < |a − b|

2

2|a − b| < |a − b|

2|a − b| − |a − b| < 0

|a − b| < 0

絶対値が負になることはありえないので、a , bの仮定のもとでは矛盾が生じる。

したがって、a = bでなければならない。 ■

なお、|a − b| < εの右辺を定数倍し、|a − b| < kεなどとしても、この定理は成り立つ。

定理「有限値 εの不等式による一致の表現」は、定数を kとして、次のように書き

換えることもできる。

|a − b| < kε =⇒ a = b

この場合、証明で ε0 =
|a − b|
2k

とおけば、まったく同様の議論が成り立つからだ。

実際に、|a − b| < 2εとした場合のこの定理を、後に登場する数列の極限の一意性の証明で使うこ

とになる。

11.1.2 ε − N論法による数列の収束

ε − δ論法は、数列の極限に適用する場合、ε − N 論法と呼ばれることが多い。



182 CHAPTER 11. ε − δ論法による無限の記述

「数列が {an}が αに収束する」ことの ε − N 論法による表現を、まずはイメージで掴んでみよう。

* * *

まず、αの周りに、両側それぞれ εだけ広げた区間を考える。

εは正の数ならなんでもよいとすれば、εを小さな数に設定し、いくらでも区間を狭めることがで

きる。

そして、「ここから先の項はすべて区間内に収まる」といえる位置に、N という印をつけておく。

an

n

ε

ε
α

α − ε

α + ε

N

εを小さくしていくと、εによる α周辺の区間に入る項は少なくなる。

それでも、N をずらしていけば、N 以降はこの区間に収まる項だけになる。

これこそが「収束」という現象だと定義するのが、ε − N 論法の考え方である。
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an

n

N

区間幅（の半分）となる εをどんなに小さくしても、「N番目以降は区間内に収まる項だけになる」

といえるような N を設定できるか？が肝心で、そのような N が存在するなら、数列は収束すると

いえる。

このことを、数学の言葉でまとめておこう。

� 数列の収束と極限値

数列 {an}∞n=1 と実数 αについて、次の条件を考える。

任意の正の数 εに対して

n ≥ N =⇒ |an − α| < ε

が成り立つような自然数 N が存在する

この条件が成り立つとき、数列 {an}は αに収束するといい、次のように表す。

lim
n→∞

an = α または an → α (n→ ∞)

このとき、αを数列 {an}の極限値という。

ε − δ論法によるこの定義を用いることで、数列の収束に関する諸性質を証明できるようになる。
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11.1.3 数列の極限の一意性

数列が最終的に複数の極限値に散らばるとしたら、それは収束と呼べるだろうか？

ε − δ論法による収束の定義は、そのような状況をきちんと除外するようになっている。

数列が複数の値に収束することはない。このことを示すのが、次の定理である。

� 数列の極限の一意性

数列 {an}が収束するならば、その極限値はただ 1つに定まる。

Proof: 数列の極限の一意性

数列 {an}が αと βの 2つの極限値を持つと仮定する。

このとき、任意の正の数 εに対して、

n ≥ N1 =⇒ |an − α| < ε

n ≥ N2 =⇒ |an − β| < ε

が成り立つような自然数 N1 と N2 が存在する。

ここで、N = max{N1,N2}とおくと、n ≥ N のとき、N1 と N2 の大きい方が n以下に収まる

ことから、n ≥ N1 と n ≥ N2 がともに成り立つ。
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よって、n ≥ N のとき、|α − β|を考えると、

三角不等式

| − A| = |A|

n1 ≥ N と n2 ≥ N より

|α − β| = |α − β +
0

an − an|

= |(α − an) + (an − β)|

≤ |α − an| + |an − β|

= | − (an − α)| + |an − β|

= |an − α| + |an − β|

< ε + ε

= 2ε

∴ |α − β| < 2ε

したがって、有限値εの不等式による一致の表現より、

α = β

これで、数列 {an}の極限値はただ 1つに定まることが示された。 ■

11.1.4 定数数列の極限

最も単純な数列の極限値を、ε − N 論法で考えてみよう。

ここでは、同じ数だけを並べた数列（定数数列）の極限を考える。

定数数列の極限を考えておくことで、のちに数列の定数倍の極限へと発展させることができる。

� 定数数列 任意の nに対して an = cとなる数列 {an}を定数数列という。
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an

n

c

定数 cを並べた数列では、nを大きくしたときの an の値も変わらず cなのだから、極限値も当然

cとなりそうである。

� 定数数列の極限

任意の nに対して an = cとなる定数数列 {an}は収束し、その極限値は cとなる。

lim
n→∞

an = c

このような当たり前に聞こえる事実も、ε − N論法では「当たり前」という直観を排除して議論で

きる。

Proof: 定数数列の極限

εを任意の正の数とする。

an は nの値によらず cであるから、任意の nに対して次の式が成り立つ。

|an − c| = |c − c| = 0 < ε

∴ |an − c| < ε

したがって、

n ≥ N ⇒ |an − c| < ε

となるような自然数 N は存在する（というか N はなんでもよい）。

よって、{an}は収束し、その極限値は cである。 ■
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11.1.5 数列の極限の線形性

数列の極限についても、線形性が成り立つ。

� 数列の極限の線形性

数列 {an}と {bn}がともに収束するとき、cを実数とすると、数列 {can + cbn}も収束

する。

そして、その極限値は次のようになる。

lim
n→∞

(can + cbn) = c lim
n→∞

an + c lim
n→∞

bn

この線形性の式は、数列の和の極限と、数列の定数倍の極限を組み合わせたものになっている。

それぞれ証明することで、この線形性の式が成り立つことを確認しよう。

数列の和の極限

� 数列の和の極限

数列 {an}と {bn}がともに収束するとき、数列 {an + bn}も収束する。

そして、その極限値は次のようになる。

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

{an}の極限値を α、{bn}の極限値を βとすると、最終的に次のような関係を導くことで、この定理

が証明される。

n ≥ N =⇒ |(an + bn) − (α + β)| < ε

|(an + bn) − (α + β)|は、an + bnと α + βがどれだけ近いか、すなわち an + bnと α + βの誤差を表し

ている。そして、この誤差を εより小さくする必要がある。

そのためには、an と αの誤差を
ε

2
より小さくし、bn と βの誤差も

ε

2
より小さくできればよい。
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Proof: 数列の和の極限

lim
n→∞

an = α、 lim
n→∞

bn = βとおき、εを任意の正の数とする。

このとき、 lim
n→∞

an = αより、次のような自然数 N1 が存在する。

n ≥ N1 =⇒ |an − α| <
ε

2

同様に、 lim
n→∞

bn = βより、次のような自然数 N2 が存在する。

n ≥ N2 =⇒ |bn − β| <
ε

2

ここで、N = max{N1,N2}とおくと、n ≥ N のとき、n ≥ N1 と n ≥ N2 がともに成り立つ。

n ≥ N =⇒ |an − α| <
ε

2
かつ |bn − β| <

ε

2

よって、n ≥ N のとき、三角不等式より、

|(an + bn) − (α + β)| = |(an − α) + (bn − β)|

≤ |an − α| + |bn − β|

<
ε

2
+
ε

2

= ε

∴ |(an + bn) − (α + β)| < ε

という不等式が成り立つことで、 lim
n→∞

(an + bn) = α + βが示された。 ■

数列 {an}が αに収束するということは、ε − N 論法による数列の収束の定義より、

n ≥ N =⇒ |an − α| < ε

という関係が成り立つということである。

ここでの εは「任意の」正の数であるから、εの部分にどんな正の数を当てはめても、この関係が

成り立つことになる。

数列の和の極限の証明では、εの部分に
ε

2
を当てはめた関係を利用している。
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数列の定数倍の極限

� 数列の定数倍の極限

数列 {an}が収束するとき、cを実数とすると、数列 {can}も収束する。

そして、その極限値は次のようになる。

lim
n→∞

(can) = c lim
n→∞

an

{an}の極限値を αとすれば、can と cαの誤差を εより小さくする必要がある。

あとから誤差が最大 |c|倍されても大丈夫なように、anと αの誤差は
ε

|c| より小さくできればよい。

t
cは正の数とは限らない。誤差は任意の正の数 εと比較するために正の数として評価したいの

で、絶対値をつけている。

|c|が分母にあるので、c = 0の場合は除外して考える必要がある。

c = 0の場合は、定数数列の極限として考えることで、0に収束することがわかる。

Proof: 数列の定数倍の極限

c = 0と c , 0の場合に分けて証明する。

, c = 0の場合

c = 0のとき、右辺は、

c lim
n→∞

an = 0 · lim
n→∞

an = 0

また、左辺は、定数数列の極限として考えて、

lim
n→∞

(can) = lim
n→∞

0 = 0

したがって、c = 0の場合は、 lim
n→∞

(can) = c lim
n→∞

an = 0が成り立つ。

, c , 0の場合

lim
n→∞

an = αとおき、εを任意の正の数とする。
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このとき、 lim
n→∞

an = αより、次のような自然数 N が存在する。

n ≥ N =⇒ |an − α| <
ε

|c|

よって、n ≥ N のとき、

|AB| = |A||B|

|an − α| <
ε

|c|

|can − cα| = |c(an − α)|

= |c||an − α|

< |c| · ε|c|

= ε

∴ |can − cα| < ε

という不等式が成り立つことで、 lim
n→∞

can = cαがいえる。

以上より、いずれの場合も、数列 {can}は cαに収束することが示された。 ■

11.1.6 数列の積の極限

� 数列の積の極限

数列 {an}と {bn}がともに収束するとき、数列 {anbn}も収束する。

そして、その極限値は次のようになる。

lim
n→∞

anbn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn

{an}の極限値を α、{bn}の極限値を βとすると、最終的に次のような関係を導くことで、この定理
が証明される。

n ≥ N =⇒ |anbn − αβ| < ε
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anbn と αβの誤差 |anbn − αβ|を、三角不等式で見積もっておこう。

|anbn − αβ| = |anbn − anβ + anβ − αβ|

= |an(bn − β) + β(an − α)|

≤ |an||bn − β| + |β||an − α|

ここで、{an}の極限値がα、{bn}の極限値が βであることから、任意の正の数を ε′として、|an−α| < ε′、

|bn − β| < ε′ という関係を使うことができる。

ここまでで得られた不等式において、|an|の部分も |α|に置き換えたいが、このときに anと αの誤

差 ε′ を考慮する必要がある。

|an| − |α| ≤ |an − α| < ε′

|an| < |α| + ε′

これを使うことで、

|anbn − αβ| ≤ |an||bn − β| + |β||an − α|

< (|α| + ε′)|bn − β| + |β||an − α|

= (|α| + ε′)ε′ + |β|ε′

< |α|ε′ + ε′2 + |β|ε′

= (|α| + |β| + ε′)ε′

また、ε′は任意の正の数であるが、結局はどんどん小さな数に狭めていくものなので、最初から 1

未満に設定して 0 < ε′ < 1としてもよい。

|anbn − αβ| < (|α| + |β| + ε′)ε′

< (|α| + |β| + 1)ε′

以上の考察を、次のような証明として落とし込む。
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Proof: 数列の積の極限

lim
n→∞

an = α、 lim
n→∞

bn = βとおき、εを任意の正の数とする。

極限を考えるので、0 < ε < |α| + |β| + 1としてもよい。

そこで、

ε′ =
ε

|α| + |β| + 1

とおくと、0 < ε′ < 1である。

このとき、 lim
n→∞

an = αより、次のような自然数 N1 が存在する。

n ≥ N1 =⇒ |an − α| < ε′

同様に、 lim
n→∞

bn = βより、次のような自然数 N2 が存在する。

n ≥ N2 =⇒ |bn − β| < ε′

ここで、N = max{N1,N2}とおくと、n ≥ N のとき、n ≥ N1 と n ≥ N2 がともに成り立つ。

n ≥ N =⇒ |an − α| < ε′ かつ |bn − β| < ε′

よって、n ≥ N のとき、三角不等式と 0 < ε′ < 1より、

|anbn − αβ| ≤ |an||bn − β| + |β||an − α|

< (|α| + ε′)ε′ + |β|ε′

= (|α| + |β| + ε′)ε′

< (|α| + |β| + 1)ε′

= ε

∴ |anbn − αβ| < ε

という不等式が成り立つことで、 lim
n→∞

(anbn) = αβが示された。 ■
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11.1.7 数列の商の極限

� 数列の逆数の極限

数列 {an}がともに収束し、 lim
n→∞

an , 0のとき、数列
{

1
an

}
も収束する。

そして、その極限値は次のようになる。

lim
n→∞

1
an
=

1
lim
n→∞

an

{an}の極限値を αとすると、最終的に次のような関係を導くことで、上の式は証明される。

n ≥ N =⇒
∣∣∣∣∣ 1an
− 1
α

∣∣∣∣∣ < ε
ここでも、

1
an
と

1
α
の誤差

∣∣∣∣∣ 1an
− 1
α

∣∣∣∣∣を、三角不等式で見積もっておく。
∣∣∣∣∣ 1an
− 1
α

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣α − an

anα

∣∣∣∣∣
=
|an − α|
|anα|

ここで、0 < ε′ <
|α|
2
とすると、

|an − α| < ε′ <
|α|
2

∴ |an − α| <
|α|
2

また、三角不等式より、

||an| − |α|| ≤ |an − α| <
|α|
2

−|α|
2
< |an| − |α| <

|α|
2

|α| − |α|
2
< |an|

2|α|
2
− |α|

2
< |an|

∴
|α|
2
< |an|
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が成り立つことを利用して、

∣∣∣∣∣ 1an
− 1
α

∣∣∣∣∣ < |an − α|
|anα|

<
|an − α|
|α|
2
· |α|

=
2
|α|2 |an − α|

このような不等式から、次のように証明を組み立てる。

Proof: 数列の逆数の極限

lim
n→∞

an = α、 lim
n→∞

bn = βとおき、εを任意の正の数とする。

lim
n→∞

an = αより、次のような自然数 N1 が存在する。

n ≥ N1 =⇒ |an − α| <
|α|
2

このとき、n ≥ N1 ならば、三角不等式より次のような不等式が成り立つ。

|α|
2
< |an|

よって、n ≥ N1 とすると、an , 0である。

このとき、次のような不等式も得られる。

∣∣∣∣∣ 1an
− 1
α

∣∣∣∣∣ < |an − α|
|anα|

<
2
|α|2 |an − α|

一方、 lim
n→∞

an = αより、次のような自然数 N2 も存在する。

n ≥ N2 =⇒ |an − α| <
ε

2
|α|2

ここで、N = max{N1,N2}とおくと、n ≥ N のとき、n ≥ N1 と n ≥ N2 がともに成り立つ。
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よって、n ≥ N のとき、

∣∣∣∣∣ 1an
− 1
α

∣∣∣∣∣ < 2
|α|2 |an − α|

<
2
|α|2 ·

ε

2
|α|2

= ε

∴
∣∣∣∣∣ 1an
− 1
α

∣∣∣∣∣ < ε
という不等式が成り立つことで、 lim

n→∞

1
an
=

1
α
が示された。 ■

今示した数列の逆数の極限と、数列の積の極限を組み合わせることで、数列の商の極限も求める

ことができる。

lim
n→∞

bn

an
= lim

n→∞

1
an
· lim

n→∞
bn

� 数列の商の極限

数列 {an}と {bn}がともに収束し、 lim
n→∞

an , 0のとき、数列
{

bn

an

}
も収束する。

そして、その極限値は次のようになる。

lim
n→∞

bn

an
=

lim
n→∞

bn

lim
n→∞

an

11.1.8 数列の極限の大小関係の保存

� [ Todo 6: 定理 2.5]

11.1.9 はさみうちの原理

はさみうちの原理は、

ある数列が 2つの数列に挟まれていて、その 2つの数列の極限値が同じなら、挟ま

れた数列の極限値も同じになる。
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という内容の定理である。

この定理により、直接極限を求めにくい数列でも、簡単な数列で挟むことで極限値を求めること

が容易になる。

an

n

α

� 数列の極限に関するはさみうちの定理

数列 {an}、{bn}、{cn}が、ある自然数 n0 について、

an ≤ cn ≤ bn (n ≥ n0)

という関係が成り立つとする。このうち、{an}と {bn}が収束し、

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = α

が成り立つならば、{cn}も収束し、

lim
n→∞

cn = α

が成り立つ。

すべての自然数 nに対して an ≤ cn ≤ bn である必要はない。

たとえば、5以上の nに対して an ≤ cn ≤ bnが成り立つ場合（n0 = 5の場合）にも、はさみうちの

定理は適用できる。
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Proof: 数列の極限に関するはさみうちの定理

εを任意の正の数とする。

このとき、 lim
n→∞

an = αより、次のような自然数 N1 が存在する。

n ≥ N1 =⇒ |an − α| < ε

同様に、 lim
n→∞

bn = βより、次のような自然数 N2 が存在する。

n ≥ N2 =⇒ |bn − β| < ε

ここで、N = max{N1,N2, n0}とおくと、n ≥ N のとき、n ≥ n0、n ≥ N1、n ≥ N2 がすべて成

り立つ。

よって、n ≥ N のとき、

Under construction...

11.1.10 ε − N論法による数列の発散

数列がどんな実数にも収束しないとき、その数列は発散するという。

正の無限大への発散

数列の項が先に進むにつれて限りなく大きくなる場合に、その数列は正の無限大に発散するという。

「ここから先の項はすべて Kより大きくなる」といえる位置に、Nという印をつけるようにしよう。
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an

n

N

K

どれだけ K を大きくしても、N をずらしていけば、N 以降は K を超える項だけになる。

an

n

N

K

このような状況が、正の無限大への発散である。

K をどんなに大きくしても、「N 番目以降の項は K よりも大きくなる」といえるような N を設定

できるか？が肝心で、そのような N が存在するなら、数列は正の無限大に発散すると定義する。

� 数列の正の無限大への発散

数列 {an}∞n=1 について、次の条件を考える。
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任意の正の実数 K に対して

n ≥ N =⇒ an > K

が成り立つような自然数 N が存在する

この条件が成り立つとき、数列 {an}は正の無限大に発散するといい、次のように

表す。

lim
n→∞

an = ∞

負の無限大への発散

逆に、数列の項が先に進むにつれて限りなく小さくなる場合には、その数列は負の無限大に発散す

るという。

「ここから先の項はすべて Kより小さくなる」といえる位置に、Nという印をつけるようにする。

an

n

N

K

どれだけ K を小さくしても、N をずらしていけば、N 以降は K より小さい項だけになる。
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an

n

N

K

このような状況が、負の無限大への発散である。

� 数列の負の無限大への発散

数列 {an}∞n=1 について、次の条件を考える。

任意の負の実数 K に対して

n ≥ N =⇒ an < K

が成り立つような自然数 N が存在する

この条件が成り立つとき、数列 {an}は負の無限大に発散するといい、次のように

表す。

lim
n→∞

an = −∞

11.1.11 追い出しの原理

�[ Todo 7: 定理 2.18]

11.1.12 発散数列の和と積

�[ Todo 8: 定理 2.18]
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11.1.13 数列の偶数番目と奇数番目の極限による判定

� [ Todo 9: 命題 2.13]

11.1.14 数列の極限と絶対値

� [ Todo 10: 定理 2.15]

11.1.15 逆数の数列の発散条件

� [ Todo 11: 定理 2.16]� [ Todo 12: 定理 2.17]

11.1.16 等比数列の極限

� [ Todo 13: 命題 3.1]

11.1.17 項の比による収束判定

� [ Todo 14: 定理 3.8]

11.1.18 発散数列の増加速度の比較

� [ Todo 15: 例題 3.9]

11.2 級数

Under construction...

11.3 関数の極限

11.3.1 ε − δ論法による関数の極限

εがどんなに小さい正の数であっても、xと aの誤差を δ以内に収めることで f (x)と bの誤差が ε

以内に収まるとき、関数 f (x)は点 aで bに収束するという。

* * *
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まず、y = bの周りに、両側それぞれ εだけ広げた区間を考える。（この区間を青い帯と呼ぶこと

にする。）

x

y

O

ε

ε
b

x = aの周りには、両側それぞれ δだけ広げた区間を考える。（この区間をピンクの帯と呼ぶこと

にする。）

このとき、「この xであれば、 f (x)が青い帯に収まる」という xを探して、その xをピンクの帯で

包むように δを設定する。

x

y

O

δ δ

ε

ε

a

b

x

f (x)

εは正の数ならなんでもよいとすれば、εを小さな数に設定し、いくらでも青い帯を狭めることが

できる。

しかしこのとき、xをピンクの帯に収まるようにしなければならない。

ピンクの帯の中心は aなので、xをピンクの帯に収めようとすると、xは aに近づいていくことに

なる。
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x

y

O a

b

x

f (x)

青い帯の幅 εがどんなに小さくても、ピンクの帯の幅 δを小さくしていけば、xと f (x)をそれぞ

れ帯の中に収めることができる。

このように、xを aに近い範囲に閉じ込めれば、 f (x)も bに近い範囲に閉じ込められるという状

況を、点 aでの関数の収束と定義する。

青い帯の幅 εがどんなに小さくても、「この xであれば、 f (x)が青い帯に収まる」という xがピン

クの帯からはみ出ないように δを小さくしていけるなら、自動的に xも f (x)もそれぞれ帯の中に

収まる。

つまり、δに課された制約が肝心で、「この xであれば、 f (x)が青い帯に収まる」という xを包め

るような δの存在が、収束を保証することになる。

� 関数の収束と極限値（x→ aの場合）

関数 f (x)と実数 a, bについて、次の条件を考える。

任意の正の数 εに対して

|x − a| < δ =⇒ | f (x) − b| < ε

が成り立つような正の数 δが存在する
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この条件が成り立つとき、関数 f (x)は点 aで bに収束するといい、次のように

表す。

lim
x→a

f (x) = b または f (x)→ b (x→ a)

このとき、bを数列 f (x)の極限値という。

�[ Todo 16: 定義 1.1]

11.3.2 関数の極限と数列の極限の関係

�[ Todo 17: 定理 1.7]

11.3.3 関数の極限の性質

�[ Todo 18: 定理 1.8]

�[ Todo 19: 定理 1.9]

11.3.4 はさみうち法

�[ Todo 20: 定理 1.10]

11.3.5 合成関数の極限

�[ Todo 21: 定理 1.11]

11.3.6 右極限と左極限

�[ Todo 22: 定義 1.15]

�[ Todo 23: 定義 1.16]

�[ Todo 24: 定理 1.19]
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11.4 関数の連続性

Under construction...





Chapter 12

実数の連続性

ε − δ論法によって微分積分の理論を再定義しても、その議論は実数の連続性に依存している。
この章では、「実数は連続である」、平たく言えば「数直線には穴がない」という表現を観察する。

12.1 区間の限界を表す

区間の最大値や最小値は、その区間の中で最大もしくは最小となる数を指す。

閉区間の場合は、区間の端点が最大値・最小値となるが、開区間では端点を含まないため、「区間

の中で」最大（もしくは最小）といえる数は存在しないことになる。

しかし、「最大値（最小値）がない＝区間は限りなく続く」というわけではない。

もしそうだとしたら、次の 3つの開区間が区別できないことになる。

xa b

(a, b) = {x ∈ R | a < x < b}

xa

(a,+∞) = {x ∈ R | a < x}

xa

(−∞, a) = {x ∈ R | a > x}

そこで、最大値・最小値とは別に、区間に限界があることを表す概念を導入する。

207
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12.1.1 上界と下界

区間内の数がとりうる値に「限界が有る」ことを、有界という概念で表す。

上界、上に有界

ある区間に属するどの数も、ある数 M以下であるとき、この区間は上に有界であるといい、この

Mを上界という。

� 上界 Mが区間 Xの上界であるとは、

任意の x ∈ Xに対して x ≤ Mが成り立つ

ことをいう。このような上界 Mが存在するとき、Xは上に有界であるという。

x

上に有界な区間 X

X の上界（M はここのどこか）

下界、下に有界

ある区間に属するどの数も、ある数 N 以上であるとき、この区間は下に有界であるといい、この

N を下界という。

� 下界 N が区間 Xの下界であるとは、

任意の x ∈ Xに対して x ≥ N が成り立つ

ことをいう。このような下界 N が存在するとき、Xは下に有界であるという。

x

下に有界な区間 X

X の下界（N はここのどこか）
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有界

ある区間が上にも下にも有界であるとき、この区間は有界であるという。

� 有界 区間 Xが有界であるとは、

Xが上に有界かつ下に有界である

ことをいう。

x

有界な区間 X

X の上界X の下界

12.1.2 上限と下限

12.1.3 上限定理

� [ Todo 25: 公理 3.1]

12.2 数列の極限再訪

12.2.1 アルキメデスの公理

� [ Todo 26: 命題 3.2]

12.2.2 収束列の有界性

� [ Todo 27: 定理 2.11]

12.2.3 単調数列

� [ Todo 28: 定義 5.1]

12.2.4 有界な単調数列の収束性

� [ Todo 29: 定理 5.4]



210 CHAPTER 12. 実数の連続性

12.3 区間縮小法

�[ Todo 30: 定理 5.11]

12.4 収束する部分列

12.4.1 部分列

�[ Todo 31: 定義 6.5]

12.4.2 収束する数列の部分列の極限

�[ Todo 32: 定理 6.7]

12.4.3 ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理

�[ Todo 33: 定理 6.8]

12.5 コーシー列と実数の完備性

12.5.1 コーシー列

�[ Todo 34: 定義 6.9]

12.5.2 実数の完備性

�[ Todo 35: 定理 6.11]

12.6 上限定理再訪

�[ Todo 36: 定理 6.12]
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